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ПРЕДИСЛОВИЕ

В настоящей книге изложены основы теории обыкновенных

дифференциальных уравнений, уравнений с частными

производными первого порядка и вариационного исчисления. Она паписана па

основе курса лекций, который автор читал в Московском физико-

техническом институте на протяжении более пятнадцати лет.

Книга рассчитана на студентов высших технических учебных
заведений (с объемом курса высшей математики 510 часов) и на

инженеров-исследователей.
В книге наиболее полно представлены разделы теории

обыкновенных дифференциальных уравнений, связанные с задачами

малых колебаний и распространения линейных волн. Последняя

глава посвящена асимптотическим методам для линейных и

нелинейных дифференциальных уравнений. В книгу включены некоторые

понятия функционального анализа и ряд необходимых сведений
из математического анализа.

В настоящемг втором, издании прежде всего устранен ряд

неточностей, имевшихся в первом издании. Значительно увеличено

число примеров, которые могут служить типовыми для семинарских

занятий по обыкновенным дифференциальным уравнениям. В

особенности это относится к § 2 гл. 1 и к § 10 гл. 2, которые
фактически написаны заново. Изложены элементы теории

эллиптических фупкций (гл. 4, § 5), приведены решения типа бегущих волн

для ряда классических нелинейных дифференциальных уравнений
с частными производными (гл. 5, § 4). В § 5 гл. 7 приведен обзор
основных методов построения асимптотики решений нелинейных
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка.

Во многих параграфах условия на область определения и

дифференциальные свойства рассматриваемых функций
сформулированы в начале в виде «предположений» с тем, чтобы сделать

формулировки теорем более компактными. При ссылках на параграф
из той же главы указывается только его номер.

Я глубоко благодарен А. А. Абрамову, И. А. Бочеку, Е. А. Гре-
беникову, 10. В. Егорову, С. П. Коновалову, С. И. Коняеву, С. И. По-

хожаеву, Н. X. Розову и Н. М. Флайшеру за многочисленные

ценные вамечания, которые существенно способствовали улучшению

рукописи.
Автор



ГЛАВА 1

МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
| УРАВНЕНИИ

§ 1. Общие понятия, примеры

Обыкновенным дифференциальным уравнением
называется уравнение вида

Fix, yix), у'(х\ ..., i/n)ix)) = 0. (1)

Здесь F — известная функция, х — независимое

переменное, у(х) — неизвестная функция. Порядком
дифференциального уравнения называется наивысший порядок

производной неизвестной функции у = у{х), входящей в

уравнение. Функция yix) называется решением, (или

интегралом) дифференциального уравнения (1), если она п раз

непрерывно дифференцируема на некотором интервале /

и при х ^ I удовлетворяет уравнению.
Пример 1. Пусть fix) — непрерывная на интервале

/= (а, Ъ) функция, yix) — ее первообразная. Тогда

y'ix) = fix) (2)

и для отыскания первообразной мы получили

обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка. Его

решения известны:
X

г/И= §f{t)dt + c (x0*=i),

где С — произвольная постоянная.

Дифференциальное уравнение (2) имеет бесконечно
много решений — и это верно для всех обыкновенных

дифференциальных уравнений. Чтобы выделить
единственное решение уравнения (2), достаточно задать
значение первообразной yix) в какой-либо точке, например,
у{х0) =Уо» Тогда решение единственно и равно

X
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Основные элементарные функции являются

решениями обыкновенных дифференциальных уравнений.
Пример 2. Тригонометрические функции sin х,

cos х — решения уравнения

у"+у = 0, (3)

что проверяется непосредственно. Функция у = sin х

удовлетворяет, очевидно, условиям

i/(0) = 0, г/40) = 1, (4)

а функция у = cos х — условиям

*Д0) = 1, */'(0) = 0. (4')

В дальнейшем будет доказано, что решение уравнения

(3), удовлетворяющее условиям (4) (или (4'))
единственно. Поэтому функцию у = sin х можно определить как

решение уравнения (3), удовлетворяющее условиям (4);
аналогично можно ввести функцию у = cos х. Из этого

определения можно вывести все свойства синуса и

косинуса.

К обыкновенным дифференциальным уравнениям
приводят многие задачи естествознания.

Пример 3. Движение материальной точки массы т

под действием внешних сил описывается вторым законом
Ньютона ma — Ft Пусть точка движется по оси х и x(t) —

ее абсцисса в момент времени t. Тогда функция x(t)
удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

второго порядка:

d х п (. dx\ /гч

Пусть точка движется в трехмерном пространстве и

r(t) = (x(t), y(t), z(t) —ее радиус-вектор. Тогда

Это соотношение — система из трех обыкновенных

дифференциальных уравнений с тремя неизвестными

функциями #(?), y(t), z(t).
Чтобы определить положение точки в момент времени

t, необходимо, как известно из механики, знать ее

положение и скорость в некоторый начальный момент
времени t0. Так, чтобы выделить единственное решение уравне-
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ния Ньютона (5), необходимо задать начальные данные

*('о)-*о. -3t=vo- (6)

Если задачу об отыскании всех решений
дифференциального уравнения удается свести к вычислению

конечного числа интегралов и производных от известных

функций и к алгебраическим операциям, то говорят, что

уравнение интегрируется в квадратурах. К сожалению, класс

таких уравнений крайне узок. Например, уравнение
Ньютона (5) при произвольной правой части F

интегрируется только тогда, когда сила F зависит только от

одной из переменных t, х, -^-, т. е. уравнение имеет один

из видов

d2x г» /.хч d2x п 1 ч d2x г, (dx \
m—^^Ftt), т—;-^ Fix), m—Г = FU— .

dt2
v ;' dt2 v ;' dt2 \d* I

Уравнение Риккати

y> + y* = q(X)

в случае, когда q(x)=xa, интегрируется в квадратурах
только тогда, когда а = —4тг/(2д— 1), где п — целое
число или а = —2 (этот факт доказал Лиувилль, 1841 г.)

Дифференциальные уравнения, которые
интегрируются в квадратурах, никогда не могли удовлетворить
потребностей естествознания. Поэтому для исследования

дифференциальных уравнений широко применяются
приближенные и численные методы их решения; первые такие

методы создал еще Ньютон.

Задача теории обыкновенных дифференциальных
уравнений — исследование общих свойств решений и развитие
точных, асимптотических и численных методов

интегрирования дифференциальных уравнений.

§ 2, Дифференциальные уравнения первого порядка

1. Теорема существования и единственности.

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ)
первого порядка

Здесь правая часть fix, у) — заданная функция, х —

независимое переменное, yix) — неизвестная функция.
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ОДУ вида (1) называется уравнением в нормальной
форме, или уравнением, разрешенным относительно

производной. Дело в том, что общий вид ОДУ первого
порядка следующий:

Fix, у, z/')=0.

Такие уравнения будут рассмотрены в гл. 2.
Поставим следующую задачу: найти решение

уравнения (1) такое, что

y(xQ)=y0i1 (2)

где х0, г/о — заданные числа. Задача (1), (2) называется

задачей Коши. Условия (2) называются начальными дан-
ними или данными Коши.

Пусть у = срЫ —решение уравнения (1) на

интервале / оси х. График этой функции (т. е. кривая i/ = cp(#),
х<=1) называется интегральной кривой уравнения (1).
Задачу Коши можно сформулировать так: найти

интегральную кривую уравнения (1),
проходящую через заданную точку
(#0, Уо) (рис. 1).

Фундаментальным результатом
теории обыкновенных

дифференциальных уравнений является следую-
-~ щая теорема.

Теорема существования и

Рис. 1. единственности. Пусть
функция fix, у) и частная производная

д непрерывны в некоторой области D плоскости

ix, у), точка ix0, г/0) лежит в D. Тогда

1°. Существование. В некоторой окрестности
\х — xQ\<8 точки xQ существует решение задачи Коши

(1), (2).
2°. Единственность. Если y = q>i(x), г/ = ф2(^) —

два решения задачи Коши (1), (2), то (рДя) = ф2(#) в

некоторой окрестности точки х0.

Эта теорема имеет простую геометрическую

интерпретацию. Если условия теоремы (непрерывность / и

^ bD) выполнены, то:

через каждую точку ix0, у0) области D проходит
интегральная кривая, и притом только одна.

Область D, таким образом, расслаивается на

интегральные кривые (рис. 1).
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Доказательство теоремы существования и

единственности будет приведено в гл. 2, § 1. Прокомментируем
эту теорему.

1°. Уравнение (1) имеет бесконечно много решений;
семейство решений зависит от одного параметра.
Действительно, если фиксировать х0 и взять данные Коши

вида у(х0) = у0, то полученные решения */ = ср(#; у0)
будут различны при различных значениях у0.

2°. Теорема гарантирует существование решения
только в малой окрестности точки #0, т. е. за малое «время»
х. Это по существу, так как решение задачи Коши (1),
(2) может за конечное время уйти в бесконечность.

Уравнение (1) имеет следующую геометрическую

интерпретацию. Если интегральная кривая проходит через

точку (х, у), то угловой коэффициент касательной равен
k = f(x, у). Проведем через каждую точку (я, у) области
D прямую с угловым коэффициентом & = /(#, у); тогда

получим поле направлений. Интегральные кривые
уравнения (1) обладают тем свойством, что в каждой своей
точке касаются поля направлений. Верно и обратное:
если кривая в каждой своей точке касается поля

направлений, то она является интегральной кривой.
Уравнение (1) можно формально записать в виде

dy-fix, y)dx = Q. (1')

Мы будем использовать обе формы записи: (1) и (1'),
а также рассматривать уравнения вида

Р(х, y)dx + Q{x, y)dy = 0.

Выражение Р dx + Q dy называется дифференциальной
формой первого порядка.

Замечание 1. В уравнении (1) переменные х, у

неравноправны: х — независимое переменное, у
—

функция от х. Но во многих задачах, приводящих к уравнению

(1), переменные х и у равноправны. Поэтому
необходимо расширить понятие интегральной кривой. Будем
называть гладкую функцию х = <р{у), а<у<Ъ, решением

уравнения (1), а ее график — интегральной кривой, если

выполняется уравнение (1/):

dy-f(y(y), y)(f>'(y)dy = 0.

В частности, интегральной прямой может быть
вертикальная прямая х = const. В самом общем виде определение
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интегральной кривой выглядит так. Пусть кривая ^
задана параметрическими уравнениями: # = ф(?), г/ = г|)(?),
ti < t < ?2. Тогда y называется интегральной кривой
уравнения (1), если выполняется уравнение (1'), т. е.

ф'Ш - /(фШ, ^(Шф'Ш =0, *4 < t < t2.

Рассмотрим несколько типов уравнений первого

порядка, которые интегрируются в квадратурах. Основное
внимание будет уделено приемам интегрирования.
Свойства решений и структуру интегральных кривых, как

правило, исследовать не будем.
Если не делается никаких оговорок, то все функции,

входящие в уравнения, предполагаются гладкими, т. е.

непрерывно дифференцируемыми.
2. Уравнения с разделяющимися переменными. Эго

уравнения вида

d? = f(x)g{y). (3)

Будем предполагать, что функции fix), g(y) непрерывны
на интервалах 1=(хи хг), /=(#1, Уг) соответственно.

Запишем уравнение (3) в виде —рг
= / (х) dx и

проинтегрируем; тогда получим

JV&-JW + C. (4)

Здесь С — произвольная постоянная, точки #„, Уо
фиксированы, g(y0)=>L0. Формулу (4) принято также

записывать так

\m = lf^dx + c- (4,)

Мы будем использовать обе формы записи. Соотношение
(4) имеет вид G(y) =F(x) + С (вид функций F, G ясен

из (4)), и определяет у как неявную функцию х.

Но формула (4) не дает всех решений уравнения <3):

при ее выводе мы делили на функцию g(y), которая
может обращаться в нуль. Если у* таково, что g(y*) = 0, то

функция у{х) = у* — решение уравнения (3).
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Рассмотрим задачу Коши (2) для уравнения (3). Если

g(#o)^0, то ее решение единственно и дается формулой

\fa-\md*. (5)

На примере уравнения (3) видно, как может возникнуть

неединственность решения задачи Коши. Если g(y0) — О,
то задача Коши (2) имеет решение у(х)=у0. Если, кро-

v

ме того, сходится интеграл J {g Q/))_1 Ay при i/, близких

Уо
к у0, то задача Коши может иметь также решение вида

(5) (см. пример 2).

Пример 1. Решим уравнение

y' = f.
Имеем

%=dx, — -i = я + С,
у у

так что у
= —1/(х + С), где С —- произвольная

постоянная. Кроме того, имеется решение г/Ы = 0. Если у<>Ф0,
то интегральная кривая есть гипербола, если у0

= 0, то

интегральная кривая есть ось х. Решение задачи Коши

у(х0) = уо при уо Ф О равно

Этот пример показывает, что решение уравнения (1)

может обратиться в бесконечность при конечном х (или
за конечное время, если переменное х есть время). В

самом деле, если */0>0, то решение у(х) задачи Коши (2)

обращается в бесконечность при х = х0 + 1/у0.
При построении семейства интегральных кривых

следует обратить особое внимание на решения вида у(х) =
= y*(g(y*) =0). Такие решения являются исключениями

уже потому, что не описываются общей формулой (4).
Соответствующие интегральные кривые либо разделяют
различные семейства интегральных кривых, либо
являются линиями, на которых нарушается единственность

решения задачи Коши.

Пример 2. Все решения уравнения

у' = By2'
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даются формулой

где С — произвольная постоянная. Интегральные кривые

изображены на рис. 2. На оси х нарушается

единственность: через каждую точку U0, 0)
проходят две интегральные кривые:

у
= (х — х0)3 и у = 0. Следовательно,

на оси х должны нарушаться
условия теоремы существования и

единственности. В этом примере

f{x,y) = 3y™ ? = 2y-1/s,

и производная -~— обращается в бес-
Рис. 2.

Пример 3.

Имеем

конечность при у
= 0.

Решим уравнение

y' = i + yz.

dy

i + y'
= dz, arctg у = x + С; у = tg (х + Q,

где С — произвольная постоянная. Решим задачу Коши
эх

при условии г/(0) = 1. Имеем tg С = 1, С =
-^ + шг, п —

целое. В силу периодичности тангенса можно положить

71 = 0, так что у
= tg (# + я/4). Это решение существует

на интервале —Зя/4 < я < я/4; на концах интервала
решение обращается в бесконечность.

Пример 4. Решим уравнение

-2уу' = 1-у\

Оно имеет решения у
= 1, г/ = —1. Далее,

2ydy
1 —If" (гЬ-гЬ)^-^

In И —г/21 =а; + С.

При построении интегральных кривых удобно
считать х функцией у. Все эти кривые получаются сдвигами
вдоль оси х кривой х = Ы 11 — у2\. Она состоит из трех

ветвей.

В этом примере исключительные решения у
= 1, у =

5==—1 разделяют три семейства интегральных кривых.
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Пример 5. Решим уравнение

y> = ayJ* + V>
аф0.*

* (У + с)1
^

Оно имеет решение у sa 0. Далее,

(l + ±)dy = a{l + ±.)dx,
у + с In | у | = ах +ab In | х \ + Сх

где С — произвольная постоянная.
В этом примере, как во многих других, значительно

проще решить дифференциальное уравнение, чем

построить семейство интегральных кривых. При решении

дифференциальных уравнений на упражнениях подавляющее
большинство уравнений необходимо только

проинтегрировать, не анализируя интегральных кривых.
Сделаем замечание по поводу «произвольной

постоянной С». Во-первых, множество значений, которые она

принимает, зависит от конкретного уравнения. Так,
в примере 3, ввиду периодичности тангенса, можно

считать, что 0 ^ С < л. Во-вторых, одно и то же семейство

решений может описываться формулами, в которые
постоянная С входит по-разному. Здесь нет общих
рецептов, но желательно записать уравнение семейства так,
чтобы зависимость от С была бы попроще. Приведем
такого рода пример.

Замечание 2. Рассмотрим семейство функций

1п|#|=/Ы + С,

где С — произвольная постоянная. Такие семейства

возникают при интегрировании многих дифференциальных
уравнений. Покажем, что это семейство можно задать

формулой
y = CteHx\ (6)

где d Ф 0 — произвольная постоянная. Так как \у\ =
= есеНх\ то семейство задается уравнениями

y-eV(*\ у = -есепх). (60

Если С меняется от —<» до +оо? то ес пробегает все

значения от 0 до «>, и потому две формулы (6') можно

объединить в одну формулу (6). Если имеется еще решение

у « 0, то в формуле (6) CL — произвольная постоянная.
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В частности, в примере 4 все решения даются

формулой

1-у2 = Сех,

где С — произвольная постоянная.

3. Однородные уравнения. Это уравнения вида

—
= /(—).

dx \ ж /

* (?)

Положим y = xz, где sU) — новая неизвестная функция;
тогда у' = xz + z и потому

dz

dx

f(z)-z

Мы получили уравнение с разделяющимися переменными.
Имеем

г

dz dx [ dz i i i I а»

откуда, учитывая замечание 2, находим

\v/x

х = Сехр и
dz

»'
(8)

Здесь С Ф О — произвольная постоянная, 1(г0)Фг0. Кроме
того, если к0 — корень уравнения /(/с) = к, то функция
у =¦ коХ — решение уравнения (7).

Уравнение (7) называется однородным по той

причине, что оно не меняется при замене х на ta, у на ty
(t Ф О — постоянная). В частности, если у

= ф(#) —
решение уравнения (7), то у

= t^yitx) также является

решением. Поэтому интегральные кривые образуют семейство

подобных кривых, центр подобия — начало координат.

Решения вида у
= кх играют такую же роль, как и решения

вида у
= const для уравнений с разделяющимися

переменными.

Пример 6. Решим уравнение

У =
х+У
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Полагая у
= xz, получаем

I . 1 + 2 1 — ъ л dx
xz + z = j—1—» о

dz = —,

1 — *' 1 + 28 *

arctg z — у
In (1 + z2) = In | x \ + C.

Так как

-i In (1 + s2) + In | s | = -i"ln ^ + #2)'

то окончательно получаем

arctg ie±ln(** + */2) + C

Ясно, что здесь удобно перейти к полярным координатам

г, ф. Тогда решения примут вид ф
= In г + С или

г = Се\

где С — произвольная положительная постоянная.

Интегральные кривые являются логарифмическими спиралями.

При решении однородных уравнений бывает удобно
перейти к полярным координатам: ж = гсозф, y = rsinq).
В примере 6 имеем

(х — y)dy = U + y)dx,

(cos ф — sin ф) (sin ф dr + г cos ф dcp) =

= (cos ф + sin ф) (cos ф dr — r sin ф eftp),

откуда находим, что dr = г dy. Последнее уравнение легко

интегрируется.
Рассмотрим уравнение вида

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = 0. (9)

Функция fixу у) называется однородной степени т, если

f(tx, ty) = tmf(xy у) (10)

при всех t Ф 0. Здесь т — целое число, или, по крайней
мере, т = p/(2q + 1), где р, q целые, q>0 (в противном

случае число tm будет комплексным при t<0). Для
однородной функции степени т справедливо тождество Эйлера

x^ + y^-mf- (И)

Для доказательства достаточно продифференцировать обе
части тождества (10) по ? и затем положить ? = 1.
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Если Р(х, у), Q(x, у) —однородные функции одной я

той же степени w, то уравнение (9) однородное.
Пример 7. Решим уравнение

(г/4 - 2x3y)dx + (я4 - 2xy3)dy = 0.

Оно имеет вид (7), где

/W-
¦lz

2z3 — Г
/W -z-

z* + z

2z* - Г

так что подстановка у
= xz приводит уравнение к виду

dz 2z3 ¦1

f(z)-z

In'

z4 + z
л-^, (±- 3z*

= lnU| + C, In

1+*'

* (l + *3)

7 dx
dz =

,
x

г

= C.

Учитывая замечание 2, получаем уравнение семейства

решений #(l + z3) = Cz, где С

—произвольная постоянная, так как z = 0
есть решение. Следовательно, все

решения даются формулами

х3 + у3 = Сху; г/ = 0, у = -хл

так как уравнение /Ы = z имеет

корни z = 0, z = —1.

Кривая х3 + у3 = Ъаху, а=^0, на-

Рис. 3. зывается декартов лист и

изображена на рис. 3.

Интегральная кривая у =
—х отделяет петли

декартовых листов от их бесконечных ветвей. Декартов лист

имеет параметрическое представление

х =
3at

у =
даГ

*3 + 1
(-оо<*<оо, *=?-!).

Функция /(#, у) называется положительно однородной
степени шп если тождество (10) выполняется при всех

?>0. Число m может не быть целым. Пример: функция
(х2 + z/2)m/2 — положительно однородная степени m при
любом т. Тождество Эйлера (11) справедливо для
положительно однородных функций. Уравнение (9), в

котором Р, Q — положительно однородные функции одной и

той же степени тп, интегрируется тем же методом, что

и выше.
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Пример 8. Решим уравнение

xdy — ydx = l/x2 + у2 dx.

Здесь х, # —однородные функции степени 1, 1/х2 + у2 —
положительно однородная функция степени 1, так что

Р(х, у) — положительно однородная функция. Полагая
у = xz, получаем

*v-i*i/r+* у—!-Й-
Пусть х > 0; тогда In (Vz2 + 1 + 2) = In х + С или

У?П + z = Cx,

где О 0 — произвольная постоянная. Перенося z в

правую часть и возводя обе части полученного равенства в

квадрат, получаем уравнение семейства решений

CV-2C# = 1, г>0, 0 0.

Пусть х < 0; тогда

Ы* + У?+~1) = -1п1*1+С'| U + VF+"l)(-*)-Clf

где Ct > 0 — произвольная постоянная, которую запишем

в виде 1/С. Тогда

^(fz2 + l + z) = -l, Or = z-n2+l, (C*-z)2 = z2+l;

CV-2Cy = l.

Все решения даются формулой

где С > 0 — произвольная постоянная. Интегральные
кривые — семейство парабол с осью симметрии у.
Рекомендуется проверить, что если С < 0, то у не является

решением.

К однородным уравнениям приводятся уравнения вида

dx 'ya2x-\-b2y + c2 у
где (ah bj) Ф (0, 0). Пусть

dibz — dzbi Ф0\

тогда можно сделать такую замену переменных

х = х + а, у = у + $,
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что в линейных функциях исчезнут свободные члены:

djX + ЪзУ + Cj = ujX + Ь$, j = 1, 2.

Полученное уравнение будет однородным. Пусть ауЬг —
— a2bi = 0, bi Ф 0. Введя новую неизвестную функцию
z = а^х + Ъ(у + си получим уравнение с разделяющимися

переменными.
Пример 9. Решим уравнение

(Зу -7х + l)dx + (7у -Зх + 3)dy = 0.

Полагая х=х — 1, у
= у, получаем однородное уравнение

(Зу - lx)dx + Ну - 3x)dy = 0.

После подстановки у = xz получаем

{lz — 3) xdz + (7za — 7) dx = 0,

(Z _ 1)2 (2 + 1)5 ?7 = Сф

Так как z = 1, z = — 1 — решения, то С — произвольная
иостоянная. Окончательно получаем уравнение семейства

решений

(у-х+1)2(у + х-1У = С.

Некоторые уравнения удается привести к однородным
с помощью подстановки

при подходящем выборе числа т.

Пример 10. Решим уравнение

2х2у' = у* + ху.

Полагая у = z"\ получаем уравнение

2mx2zm-iz/ = zZm + xzm.

Это уравнение будет однородным, если степени всех

одночленов от переменных #, z будут равны:

2+(т-1) = Зт = 1 + т.

Отсюда находим т = 1/2, и подстановка у = 1/z приводит
уравнение к однородному

ЯV1'V = Z3/2 + X7?,2%
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Полагая z = xw, получаем

xw' = w2; w = —l/(ln \x\ + C); у = Ухи>

и окончательно

х = -уЧ1п\х\+С); y = 0.

4. Линейные уравнения. Уравнение вида

у' = а(х)у + Ь(х) (12)

называется линейным неоднородным уравнением.
Уравнение вида

у' = а(х)у (13)

называется линейным однородным уравнением. Будем
предполагать, что функции а(х), Ь(х) непрерывны на

некотором интервале /.

Уравнение (13) есть уравнение с разделяющимися
переменными. Имеем

X

^- = a{x)dx, In [ г/1 = \a(x')dx' + С

п, в силу замечания 2,

у = Сехр Jafr'Jdr'L (14)

где С — произвольная постоянная. Случай С = О

возможен, так как уравнение (13) имеет решение у
= 0. Чтобы

решить неоднородное уравнение (12), применим метод

вариации постоянных. Будем искать решение в виде,

аналогичном (14):

у = С(х) ехр | J a (х') dx' V

где С(х) — неизвестная функция. Подставляя в уравнение

(13), получаем

С (х) = Ъ (х) ехр — J а {х') dx'
,

С (х) = С + j Ъ (х') ехр \— j а (х") dx"\ dx',

где С — произвольная постоянная.
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Следовательно, все решения уравнения (8) даются

формулой

у (х) = С exp J а (х') dx'\ + ]b {х') exp J а (х") dx\ dx'.

(15)

Решения линейного уравнения обладают следующим
свойством. Пусть уДя), у2(я),
у3(х) — три различные

решения; тогда

м^м 16

Действительно, из формулы (15)
следует, что

y,iz) = CJ(x) + g(x)

рис# 4. (ВИД функций /, g ясен из (15)),
откуда следует (16).

Пример 11. Всякое решение уравнения

где К — постоянная, имеет вид

у = Се^.

Здесь С — произвольная постоянная.

Пример 12. Рассмотрим уравнение

dr А

^
= г-1-

где (г, ф) — полярные координаты на плоскости.

Проинтегрируем это уравнение непосредственно:

T^j-Ар, 1п1г-1|-Ф + 1пС, |г-1|-Се*

где С — произвольная неотрицательная постоянная. При
С = 0 интегральная кривая есть окружность г=1. Далее,
если г>1, то г=1 + Сеф. Эта кривая — спираль, которая
при ф-> —оо наматывается на окружность г=1, а при
ф->+оо уходит на бесконечность (рис. 4). Если г<1, то

г=1 — Сеф; эта кривая
—

спираль, которая при ф->
—°о
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наматывается на окружность г=1, а при ф
= —1пС

входит в начало координат.

Пример 13. Решим уравнение

(х + y2)dy = у dx.

Это уравнение нелинейное, но если взять х в качестве

независимого переменного, то уравнение становится

линейным относительно неизвестной функции х(у):

*' = f + »'

Решим вначале однородное уравнение

, х dx dy ~

х =

—}
—

=

—-4 х = Су.
у

'
х у

х а

Применим метод вариации постоянных:

х-С(у)у, С'(у)у = у, С'(у)-1, С(у)=у + С,

так что

х = уг + Су.

Пример 14. Рассмотрим уравнение

у' -ay = f(x), а>0.

Пусть функция fix) непрерывна при х>0 и lim /(х) =»

= 0. Тогда задача Коши с г/(+°°)=0 имеет

единственное решение

X

yQ{x)-e°* j" e'atf(t)dt.

Действительно, интеграл сходится абсолютно и

стремится к нулю при х ->• +°°. Это позволяет применить

правило Лопиталя

\e-atf(t)dt
lim Vo{x)- Hm

"

_ax

- lim ±?Щ--0.

Любое другое решение имеет вид у
= yQ{x) + Се™, С=^0,

и экспоненциально растет при х -*- +°°.
5. Уравнения в полных дифференциалах. Уравнение

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = Q. (17)
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называется уравнением в полных дифференциалах, если

левая часть есть дифференциал некоторой функции

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = df{x, у), (18)

и в этом случае легко интегрируется:

fix, у) = С.

Полученное соотношение определяет у как неявную

функцию х.

Пример 15. Уравнение

у dx + х dy = О

есть уравнение в полных дифференциалах: d(xy) = 0, так

что все его решения даются формулой ху = С, где С —

произвольная постоянная. При С Ф 0 интегральные
кривые — гиперболы, при С = О имеем у

= 0. Через точки

оси у (кроме точки (0, 0)) не проходит ни одной
интегральной кривой, так что в этих точках должны

нарушаться условия теоремы существования и

единственности. Действительно, правая часть уравнения у' = —у/х
обращается в бесконечность при х = 0, у Ф 0.

Теорема. Пусть функции Р(х, у), Q{x, у)
непрерывно дифференцируемы в области D. Для того чтобы

уравнение (17) было уравнением в полных

дифференциалах, необходимо, чтобы выполнялось условие

f = g, {x,y)^D. (19)

Если область D — односвязная, то условие (19) является

достаточным.

Доказательство. Пусть (17) есть уравнение в

полных дифференциалах, тогда из (18) находим

дх%
"

ду
*

Дифференцируя первое из этих соотношений по у,

второе— по х, получаем (19). Пусть D — односвязная
область и условие (19) выполнено. Рассмотрим интеграл

J P{x,y)dx + Q(x,y)dy, (20)
(*о'уо)

который берется по кривой у, лежащей в D и

соединяющей точки {х0, г/0), (#, у); точка (xQ, yQ)&D фиксирована.
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Из теоремы о независимости интеграла от пути

интегрирования следует, что интеграл (20) не зависит от ^
а есть функция только от верхнего предела

интегрирования ix, у). Обозначим полученную функцию fix, у),
тогда всюду в области D выполняется (18).

Пример 16. Решим уравнение

(Зх2 + 6xy2)dx + (6х2у + Ay3)dy = 0.

В данном случае Р = Зх2 + бху2, Q = 6х2у + Ау3 и провер-
дР dQ

ка показывает, что ^-
=

^. Следовательно, существует

функция fix, у) такая, что Р =
-^, Q = ^~. Найдем

функцию /. Имеем

f(x,y) = $P(x,y)dz + C(y),

где Ciy) — неизвестная функция, так что

fix, y)=x3 + 3x2y2 + Ciy).

Мы не добавляем произвольной постоянной
интегрирования С, так как функцию fix, у) достаточно знать с

точностью до постоянной. Найдем Ciy). Имеем

EL = Q = №у + 4у> = №у + С (у), С (у) = у\

и семейство решений задается неявным уравнением

х3 + Зх2у2 + у' = С.

Пример 17. Решим уравнение
х dy у dx
2,2 2,2

= 0.

Проверка показывает, что ~$-= ~дх ^ПРИ ^' J/) ^ (0, 0)),

так что левая часть уравнения равна dfix, у). Имеем

df у df х

-дх--~7Т?' ^у^^Т?1

/= f-Нгт^ + с (*) = arcts т + с (*).
J я + у ж

V

s(arctgi) + C'<*).^ г2 + у2

откуда находим, что Cix) = const. Следовательно,
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семейство решений задается уравнением arctg -^-
= С или

у = Сх,

где С — произвольная постоянная. Отметим, что

интегральными кривыми являются не прямые у
= Сх, а лучи:

у = Сх, х>0\ у = Сх, х<0.

К этому семейству следует добавить два луча,

образующие ось х:

я = 0, У>0; ж = 0, у<0

(см. замечание 1).
6, Интегрирующий множитель. Если уравнение (7)

является однородным уравнением в полных

дифференциалах, то оно интегрируется непосредственно, без

квадратур. Пусть Р(х, у), Q(x, у) — однородные (или

положительно однородные) функции степени т, пусть т?=—1.

Тогда все его решения даются формулой

xPix, y) + yQ(x, у)=С. (21)

Для доказательства рассмотрим функцию

/U, у)=хР(х, y) + yQ{x, у).

Используя тождество Эйлера (И) и условие (19),
получаем

df D , дР , dQ п , / дР
, дР\

= Р + тР = {т + 1) Р.
At

Аналогично доказывается, что ^- = (wi + 1) Q.

Следовательно,

df=(m+l)(Pdx + Qdy),

O-Pdz + Qdy-^j d/~0,

и формула (21) доказана.

Пример 18. Уравнение
х{хг + byz)dx + у(у2 + 3x2)dy = О

есть однородное уравнение в полных дифференциалах
(здесь т = 3). Поэтому семейство решений имеет вид

х*+6*У + у* = С%
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где С>0 — произвольная постоянная. При С = 0
получаем точку (0, 0), при О 0 интегральные кривые

—

замкнутые и содержат внутри себя точку (0, 0).
Пусть уравнение (17) не является уравнением в

полных дифференциалах. Тогда следует искать функцию
\.dx, у) такую, что после умножения на (д, получается

уравнение в полных дифференциалах

\i(P dx + Q dy) = df.

Функция \i называется интегрирующим множителем

и должна удовлетворять соотношению

или, что то же,

Интегрирующий множитель всегда существует

(локально), однако найти его в явном виде удается лишь в

редких, но важных случаях.
Соотношение (22) есть дифференциальное уравнение

с частными производными (см. гл. 5), и его

интегрирование ничуть не проще, чем интегрирование исходного
уравнения (18). Тем не менее, в ряде интересных случаев

интегрирующий множитель удается найти.

Рассмотрим уравнение (18), где Р(х, у), Q(x, t/) —

однородные функции степени т. (Случай гтг = —1 на сей

раз не исключается.) Тогда имеется интегрирующий
множитель

ц = 1/(хР + yQ).

Действительно, соотношение (22) после очевидных

преобразований приводится к виду

п( дР
,

дР\ D( dQ .

Из тождества Эйлера (11) следует, что обе части этого
соотношения равны mPQ.

Пусть интегрирующий множитель есть функция
только от х: (х

= |лЫ. Тогда соотношение (22) принимает вид

\i dx
"""

Q \ду dxj'
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так что правая часть не должна зависеть от у. Если

Q =5 1, то Р — линейная функция у, и исходное

уравнение (18) имеет вид

dy + (а(х)у + b{x))dx = 0.

Это уравнение
— линейное (см. п. 4). Интегрирующий

множитель определяется из уравнения \i' = a(x)\i и равен

ц = ехр | J a (xr) dx \.

Рассмотрим уравнение

ах dy + bydx + хтуп(сх dy + dy dx) = 0,

где a, b, с, d — постоянные. Для выражения ах dy + by dx
интегрирующий множитель равен xa'iyb'i1 так как

xa-lyb-l{az dy + by dx) = d{xayb).

Функция вида

также является интегрирующим множителем, что

проверяется непосредственно. Для выражения xmyn(cxdy +
+ dy dx) функция вида

является интегрирующим множителем. Если функции /t
и /2 можно подобрать так, что \i{

= jli2, то мы получим

интегрирующий множитель исходного уравнения.

Положим /i(z)=za, /2(2) = zp; тогда функция ii = xJy6 будет
интегрирующим множителем, еслп

Y « (а + Ш - 1 =» (0 + 1)6 - т - 1,
б = (р + 1)с - 1 = (р + 1)д _ п - 1.

Если ас — Ы ?= 0, то из этих уравнений можно найти

а, Р и затем ^ б. Если же с = ка, d = kb, то исходное

уравнение имеет вид

(1 + kxmyn){axdy + by dx) = 0

и потому интегрируется.

Пример 19. Рассмотрим уравнение
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Интегрируя, получаем

arcsin х + arcsin у —С, (24)

где |С1<я. Покажем, что уравнение (23) имеет

семейство решений вида

хП-у2 + уП-х2 = С„ (25)

Уравнение (23) запишем в виде

Vl-y2dx+Vl-x2dy = 0.

Имеем

V1 - у2 dx + Г1 - х2 dy = dixl/l -у2 + у1\ - х2) + xyh,

где h — левая часть уравнения (23), так что

dixll - у2 + уП - х2) = [У(1 - х2)И - у2) -xy]h=0,

откуда следует формула (25). Функция

li=V(l-x2)(l-y2)-xy

является интегрирующим множителем.

Уравнение (23) есть частный случай уравнения

Эйлера:

— л. JJL — п

Ух
+
У?

~

'

где Х(х), Yiy) — многочлены четвертой степени. Решения

уравнения Эйлера выражаются через эллиптические

функции. Одна из важнейших формул теории
эллиптических функций — теорема сложения — выводится

непосредственно из уравнения. Покажем, как с помощью

уравнения (23) можно получить формулу сложения для синуса.

Предварительно сделаем одно замечание. Пусть (18)
есть уравнение в полных дифференциалах: Р dx + Qdy =
= df и имеет семейство решений fix, у) =С. Если Ф(и) —

произвольная гладкая функция, то соотношение

Ф(/(#, у))=С также определяет семейство решений.
Поэтому уравнение семейства решений неединственно. Пусть
семейство решений уравнения (18) задается уравнениями

fix, у)=С1 gix, y)=*Ct.

Тогда существует гладкая функция F(u), имеющая

гладкую обратную функцию F'Ku) и такая, что (гл. 4, § 4)

gix, y)=Fijix, у)).
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Вернемся к соотношениям (24), (25). Имеем

arcsin # + arcsin у = С, хУ1 — у2 + yl/1 — х2 = F(C).

Полагая arcsin х = ф, arcsin у = \|:, получаем

ф + г|) = С, sin ф cos ф + cos ф sin ф = F(C) = F(cp + ф).

Если ф = 0, то F(q) = sin ф. Следовательно,

sin ф cos i|) + cos ф sin ф = sin (ф — ф).

Покажем, что семейство интегральных кривых
уравнения (23) имеет вид

х2 + у2 + 2С'ху + С'2 - 1 = 0, (26)

где С — произвольная постоянная. Эти кривые касаются

четырех прямых а? = ±1, z/ = =H. Действительно, из

уравнения (23) следует, что dy = 0 при */ = ±1, dx = 0 при

Если избавляться от радикалов в тождестве (25) с

помощью последовательного возведения в квадрат, то

получится уравнение четвертой степени относительно ж, у.

Поэтому изберем окольный путь. Приравнивая косинус
от левой и правой частей тождества (24), получаем

1/Т=х21/1=7-ху = С,

где С — постоянная. Перенося ху в правую часть и

возводя обе части полученного равенства в квадрат,
получаем (26).

7. Уравнение Бернулли. Это уравнение вида

у' + а(х)у = Ь(х)уп, пФ1.

Подстановка z = у1~п приводит уравнение Бернулли к

линейному

z'+{l-n)a(x)z=(l-n)b(x).

8. Уравнение Риккати. Общее уравнение Риккаги
имеет вид

у' = а(х)у2+Ъ(х)у + с(х). (27)

Будем предполагать, что а(х) Ф 0, так как при а(х) = 0

уравнение (27) — линейное. Уравнение Риккати в общем
случае не интегрируется в квадратурах.

Уравнение Риккати не меняет своего вида при
следующих преобразованиях.
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1. Замена независимой переменной; x = q(x).
2. Дробно-линейное преобразование зависимой

переменной:

ех^ + р
*/ =

УУг + &'

где а, р, у, б — гладкие функции х, аб — $у Ф 0.

Проверим второе свойство. Имеем

, (аб-Ру) у^На'у-ау') ^+(а'б+Р'у-а6'-ру') у^Р'б-6'P
W

(V^ + б)2

Правая часть уравнения (27) также является дробью со

знаменателем (^гл + б)2 и с квадратным многочленом по

г/i в числителе, так что после подстановки снова

получается уравнение Риккати.

Уравнение Риккати можно привести к каноническому

виду

у' = уг + Кх)

с помощью преобразований y
= q>(x)z, z = w + ty(x) и,

возможно, замены переменной х = —х. Приведем ряд
свойств уравнения Риккати.

1°. Если известно частное решение уравнения Риккати,
то все его решения находятся с помощью двух квадратур.

Пусть у^х) — частное решение. Полагая y = yi + z,

получаем

ух + z' — a(yl + 2yxz + z2)^b(y1 + z) — c =

= z' — (2ауг + b)z — az2 = 0.

Это уравнение Бернулли (/г = 2), которое с помощью
подстановки z = Ни сводится к линейному. Итак,
подстановка

2/
= J/, + V <28)

приводит уравнение Риккати к линейному уравнению.
2°. Пусть у, уи г/2, уз

—

произвольные решения
уравнения Риккати. Тогда их ангармоническое отношение

есть величина постоянная:

У-У2 .Уг~У*

v-vx
'

yz-yx
= const. (29)

Действительно, подстановка (28), или ив1/(# —jh),
приводит к линейному дифференциальному уравнению,
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которое имеет частные решения

_

1
__

1

У2
—

Уг
3

У3
—

У2

Как показано в п. 4, для любого решения и имеем

- = const.
и-из

Выражая и через г/, получаем тождество (29).

Следовательно, если известны три частных решения
уравнения Риккати, то все его решения находятся без

квадратур из формулы (29).
3°. Уравнение Риккати можно свести к однородному

линейному уравнению второго порядка. Полагая у
= z/a,

получаем уравнение

z' + z2 + (Ь — ^Л z + ас = 0.

Запишем его в виде

z' + z2 + Pz + Q = 0

и положим z = и'/и\ тогда получим линейное однородное

уравнение второго порядка

и" +Pu' + Qu = 0.

Значительно чаще, особенно в прикладных задачах,

используется обратная процедура
— сведение линейного

уравнения второго порядка к уравнению Риккати

(подробнее об этом см. в гл. 7).

Рассмотрим специальное уравнение Риккати

у' + ау2 = Ьха, (30)

где а Ф 0, Ь Ф 0 — постоянные.

Пример 20. Решим уравнение

X

Будем искать частное решение в виде у
= С/х.

Подставляя в уравнение, получаем С2 — С — 2 = 0, один из корней
этого уравнения есть С = — 1. Сделаем подстановку (28):

У = — + —, тогда получим z' + — z = 1. Решение

однородного уравнения есть z0
= Сх"2. Частное решение

неоднородного уравнения будем искать с помощью метода
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вариации постоянных: z = С(х)х~2. Подставляя в

уравнение, получаем

С'{х)х-2 = 1, С{х) = sY3, z(x) = х/3,
так что

_

С х
_

1 Ъх2

a; d х ЗС + ж

Можно заменить ЗС на С:

J_ Зх2
у

*
+

*3 + Сг

где С — произвольная постоянная.

Уравнение (30) интегрируется в элементарных
функциях только при значениях а вида

ль

а =
П=^>

* = 0. ±1,±2,...; а = -2,

о чем уже говорилось в § 1. При а = —2, т. е. для

уравнения

можно искать частное решение в виде у = с/х, что

приводит к уравнению для с: ас2 — с — Ъ = 0. Если это

уравнение имеет вещественное решение, то уравнение Рик-
с

,
1

кати интегрируется с помощью подстановки # =
— + —.

Если же оба корня си сг комплексные, то этот метод

непригоден. Но во всех случаях пригодна подстановка

у
= 1/z, которая приводит к однородному уравнению

<"Чт)'-
Пример 21. Решим уравнение

у' + у2 + ?г* = о.

Полагая у = 1/з, получаем

L

"2<-*+4il-
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Положим z = xu; тогда

, , А , 5 9 2du dx
хи +B_l+T«.f __-_,

2 ** *

4atctg^-ln|*| + C,

5(-т)2+(4)2
u = ±[l + 3tg(ln\x\ + C)],

и, так как у
= 1/хи, то

5

У
~

*[l + 3tg(ln|s| + C)]
'

Другие типы интегрируемых уравнений первого

порядка рассмотрены в гл. 2, § 10.

§ 3. Линейные дифференциальные уравнения.

Принцип суперпозиции

1. Линейные уравнения. Дифференциальное уравнение
называется линейным, если неизвестная функция и все ее

производные входят в уравнение линейно.

Линейное дифференциальное уравнение порядка п

имеет вид

г/(п) + аАх)у{п-" + ... + ап(х)у = fix). (1)

Здесь у(х) — неизвестная, аДя), ..., ап(х), fix) —
известные функции.

Обозначим Ну) левую часть уравнения (1); тогда оно

примет вид

Ну) = fix). (2)
Вырая^ение

1(у) = у(п) + а1(ж)у(»-1) +...+ ап(х)у (3)

называется линейным дифференциальным оператором
порядка п. Уравнение (1) называется неоднородным, если

правая часть fix) не равна нулю тождественно. Если

fix) = 0, то уравнение называется однородным и имеет

вид

Z(y)=0. (4)

2. Принцип суперпозиции. Будем предполагать, что

функции аА(ж), ..., anix), fix) непрерывны, функции
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yj(x), п раз непрерывно дифференцируемы на некотором
интервале I = (а, Ъ). Всюду в дальнейшем х^1.
Лемма 1. Если аи а2 — постоянные, то

Z(oSi*/i + а2у2) = ajiyi) + a2l(y2). (5)

Это свойство называется линейностью оператора I.

Доказательство. Так как аи а2
—

постоянные, то

K*/i (*) + ос2у2 {х))ш = а1У[ч) (х) + а2у(2к) (х).
Умножая обе части на an-h(x) и суммируя полученные

выражения при ft=* 0, 1, ..., п, получаем (5).

Теорема 1. 1°. Принцип суперпозиции.
Если yi(x), у2(х) — решения однородного уравнения Ку) =
= 0, то их линейная комбинация

у(х) = адДя) + а2у2(х)

при любых постоянных аи а2 является решением

однородного уравнения.
2°. Если yi(x), у2{х) — решения неоднородного

уравнения (2), то их разность

у(х) = уЛх)-у2{х)

есть решение однородного уравнения (4).

Доказательство. 1°. Применяя лемму 1,
получаем

Kaiydx) + а2у2(х)) = ajiy^x)) + а2Ну2{х)) — 0.

2°. По условию,

г(г/4Ы)=/Ы, l(y2(x))=j(x),
так что, в силу линейности оператора Z,

Kyi(x) — у2(х)) = Kyiix)) — l(y2ix)) = 0.

Свойство 2° можно сформулировать иначе.

3°. Всякое решение неоднородного уравнения (1) есть

сумма частного (т. е. фиксированного) решения

неоднородного уравнения и некоторого решения однородного
уравнения.

Действительно, пусть у0(х) — фиксированное (частное)
решение уравнения (1), у{х) — произвольное решение
этого уравнения. Тогда

у(х) = у0(х) +у(х),
где у(х) = у(х) — у0(х) — решение однородного уравнения,
в силу 2°,



36 ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ [ГЛ 1

§ 4. Линейное уравнение первого порядка
с постоянными коэффициентами

1. Формулы для решений. Всякое решение уравнения

y'-*0 = O, (1)

где X — постоянная, имеет вид

у = СеКх, (2)

где С — постоянная (§ 2, пример 11).

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение первого

порядка со специальной правой частью

/-Лу = Рт(х)емя. (3)

Здесь |т — постоянная, Рт(х) — многочлен степени т.

Теорема 1. Уравнение (3) имеет частное решение
вида

У = QJx)e^ (4)
если [i?=K) и вида

y = xQm(x)eiiX1 (5)

если \i
= X. Здесь Qm(x) — многочлен степени т.

Доказательство. Будем искать решение
уравнения (3) в виде

у = e^z, (6)

тогда для функции z(x) получим уравнение

z' + (jx-u)z = PwU). (7)
Имеем

Рт(х) = а0хт + а,хт~{ 4-... + ат а0 Ф 0.

Пусть [1 = К, тогда функция
х

Z = ^Pm{t)dt = X («oJS^TT + ••• +ат)
о

есть решение уравнения (7), так что уравнение (3) имеет

частное решение вида (5).

Пусть \хФХ; будем искать решение zix) в виде

многочлена степени т:

z = b0xm + biz™'1 +,,. + Ът

с неопределенными коэффициентами b0l bix ..., bm. Под-
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ставляя в уравнение (7), получаем

(ц - К)Ь0хт + [(\х - K)bi + mb0]xm-i + ...=»

= а0хт + а^хт~1 + ...

Приравнивая слева и справа коэффициенты при хт,

хт~\ ..., последовательно находим

Ь0 = а0/((х — Я), bi - Ui — mb0)/(\x — Я),

Так как всякое решение неоднородного уравнения (3)
есть сумма решения однородного уравнения (оно имеет

вид (2)) и частного решения неоднородного уравнения,
то мы нашли все решения уравнения (3). Введем

Определение. Квазимногочленом называется

функция вида

f (х) = еКхРх {х) + е%*хР2 (*)+...+ e4*Ph {х), (8)

где Хи ..., К — постоянные, Р±(х), ..., Рк{х) — многочлены.

Теорема 1 позволяет найти все решения уравнения

y'-Xy = f(x) (9)

в случае, когда fix) — квазимногочлен. Действительно,
достаточно найти частные решения уравнений у' — %у =
= Pj(x)e'ix (что можно сделать с помощью теоремы 1);
их сумма будет частным решепием уравнения (9)).

2. Комплексные функции вещественного аргумента.
Комплексная экспонента. Уже в следующем параграфе
нам понадобится знать решения уравнения (1) в случае,

когда X — комплексное число. При этом решение у(х)
будет комплекснозначной функцией вещественной
переменной х.

Определим экспоненту е%х при комплексных значениях

X. Если Х = ф (р вещественно, i —мнимая единица), то

по формуле Эйлера имеем

ei?JX = cos $х +¦ i sin §х.

Пусть X = а + i$, где а, р — вещественные числа.

Положим по определению

е(«+«)
*
e eax(cos ^х _|_ i gin рж)# (10)

Функция ех* при вещественных X обладает
следующими свойствами:

1°. ек1*е*ч* = ^(4+4)*.
2°. Лгх*=1.
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no d hx л Лх

4°. je^Ar-fe**^ (Л=И=0).

Покажем, что все эти формулы верны при
комплексных значениях %. Докажем 1°. Пусть Xi = at + ф4, А,2 =
= сс2 + ф2; тогда

еЧ*Л* = еРх+ь*)* [cos pxs cos р2я — sin $гх sin р.2я +

+ i (sin Рхд: cos §2х + sin р2а; cos prr)] =

= e(aSaJx [cos (Px + p2) a; + i sin (p, + pa) x] = e(*i+x«)x.

Следовательно,

ii 2° также доказано.

Прежде чем доказывать соотношения 3° и 4°,
необходимо ввести понятие производной от функции,
принимающей комплексные значения. Пусть функция fix)
определена на интервале I=ia,b) вещественной оси и

принимает комплексные значения. Тогда ее можпо представить
в виде

fix) = uix) + ivix), (И)

где функции uix), vix) принимают вещественные
значения.

По определению, комплекснозначная функция fix)
называется непрерывной в точке х0, если в этой точке не-

прерывны функции uix), vix). Функция называется диф'-
ференцируемой ideaoicdbi дифференцируемой и т. д.) в

точке Хо, если в этой точке дифференцируемы iдвaжды
дифференцируемы и т. д.) функции uix), vix).
Производные функции fix) определяются так:

fn4x) = u™{x) + iv<n4x),

т. е. соотношение (11) дифференцируется по обычным

правилам, причем мнимая едпнпца i считается

постоянной. Интеграл от функции fix) определяется так:

ъ ь ь

\ f(x)dx — \u{x)dx + i\ v(х)dx.
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Докажем 3°. Имеем

^еКх=— eaxfi sin fix + еаха cos fix +

+ i (eaxfi cos fix + еаха sin fix) =
= еах (cos fix + i sin p*) (a + ifi) = Keu.

Соотношение 4° следует из 3°.

Теорема 2. Пусть X, \х — комплексные числа,

Р,п(х) — многочлен степени m с комплексными

коэффициентами. Тогда всякое решение уравнения (1) имеет вид

(2), где С — комплексная постоянная, а уравнение (3)
имеет частное решение вида (4) при [i^K и вида (5)

при (ы = К.

Доказательство этой теоремы дословно то же,

что и при вещественных К, и., Рт(х).
Приведем еще оду формулу для комплексной

экспоненты:

5°. \еХх\=еах a = a + #).
Действительно,

|е*Р*| =/cos2p.r + sin2Pa;= 1,
I e(a+i$)x I __ I eax I I ei$x I __ ^ax^

§ 5. Линейные однородные дифференциальные
уравнения с постоянными коэффициентами

1. Алгебраический характер задачи. Рассмотрим
линейное однородное дифференциальное уравнение
порядка п

#(п) + а^"-1'+ ... + ani/= О (1)

с постоянными комплексными коэффициентами а{, ..., ап.

Интегрирование этого уравнения сводится к задаче

алгебры, а именно, к решению алгебраического уравнения
п-й степени.

Чтобы установить алгебраический характер задачи об

интегрировании уравнения (1), рассмотрим многочлен от

символа D =

j?

l(D)=Dn + aiDn-i + ... + an. (2)

Коэффициенты этого многочлена те же, что и в (1).
Условимся обозначать

HD)y = D"y + atDn-ly + ... + anij%
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Так как Dhy — y{n\ то уравнение (1) можно записать в

виде

l(D)y = 0. (3)

Отображение у -> l(D)y переводит функцию у(х) в

функцию [1(D) у] (х). Это отображение называется линейным

дифференциальным оператором порядка п с постоянными

коэффициентами^ будем обозначать оператор символом

1(D), т. е. так же, как и многочлен (2).

Определим сумму и произведение двух
дифференциальных операторов:

a(D) = a0Dn +¦ я^"1 + .._.+ ап,

b(D) = b0Dm + biDm-i + ... + bm

с постоянными коэффициентами ah bj. Суммой этих

операторов назовем оператор, переводящий функцию у в

функцию a(D)y + b(D)y. Из известных свойств

производной следует, что

a(D)y + b(D)y = ia(D) + b(D)]y.

Поэтому сумма операторов a(D) и b(D) есть оператор
a(D) + b(D).

Произведением оператора a(D) на оператор b(D)
называется оператор, действующий по формуле a{D)[b(D)y],
т. е. сначала вычисляется функция b(D)y (результат
действия оператора b(D)), а затем к этой функции
применяется оператор a(D). Покажем, что

a(D)[b(D)y] = b(D)la(D)y] = [a(D)b(D)]y, (4)

т. е. произведение операторов a(D), b{D) не зависит от

порядка сомножителей и есть оператор a(D)b(D).

Ограничимся, для простоты, операторами первого порядка:
a(D) = a0D + аи b(D) = b0D + bit Имеем

a(D)[b(D)y] = (a0D + a,) (b0y' + b,y) =
= a0b0y

"

+ Uib0 + aobjy' + aj>$ =
= [aQbQD2 + (a,b0 + aQb,)D + а,Ъ,\у = [a(D)b(D)]y.

Точно так же (4) доказывается для операторов a(D),
b(D) любых порядков.

2. Случай простых корней. Рассмотрим многочлен

КМ =Хп + аД""1 +...+ аП1

который называется характеристическим многочленом

уравнения (1). Как известно из алгебры, многочлен 1(К)
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разлагается на множители

км = а - я,) а - х2).. .а - xj, (5)

где Xi, h2, ..., Яп — корни уравнения

КХ) ^ Г + аАп"1 +...+ ап = 0, (6)

которое называется характеристическим для
уравнения (1).

Теорема 1. Пусть корни Я4, Я2, ..., Яп
характеристического уравнения различны. Тогда всякое решение

уравнения (1) имеет вид

у = СХЛ* + саЛх + ... + С/»*, (7)
где d, ..., Сп — постоянные, и всякая функция вида (7)
есгь решение уравнения (1).

Доказательство. Оператор ZCD) разлагается в

произведение линейных сомножителей

1(D) = (D - AJ(Я - а-2).. .(?> - U. (8)

Действительно, многочлен КМ разлагается на множители

(см. (5)), а многочлены от символа D перемножаются по

тем же правилам, что и многочлены от X.
Разложение (8) позволяет свести интегрирование

уравнения п-то порядка (1) к интегрированию уравнений
первого порядка. Применим индукцию; при ra = l теорема
доказана в § 4. Совершим переход по индукции от п — 1

к п. Представим KD) в виде

1(D) = h(D)(D - Я„), k(D) = (D- A-J.. .(D - Яп-i)

и положим z= (D — kn)y- Тогда для z получим уравнение

lt(D)z = 0, всякое решение которого имеет вид

z = у' - Ку = 4/i* + ... + An_1e%n-ixl

по предположению индукции. Здесь Аи ..., An~i —

постоянные. Мы получили уравнение первого порядка
относительно у с правой частью — квазимногочленом, причем %п

не совпадает с Ки ..., Яп-1. Решение однородного
уравнения у' — Кпу = 0 есть у = СпеКпХ, где Сп — произвольная

постоянная, а неоднородное уравнение имеет частное

решение у = C^i* + .. . + Cn-jV'71-1*. Тем самым доказано,

что всякое решение уравнения (1) имеет вид (7). Проверим,
что всякая функция вида (7) удовлетворяет уравнению
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(1). Имеем

l(D)eXx = (Хп + аД»-1 + ... + ап)еХх = 1(Х)е%\

Так как ZCXt) = 0, .., l(Xn)=0, toZ(/^)=0, Kj^n,
а потому функции е **, ..., е

*п'г
и любые их линейные

комбинации — решения уравнения (1).

3. Случай кратных корней. Пусть среди корней Хи

..., Хп характеристического уравнения имеются

одинаковые. Тогда 1(Х) можно представить в виде

I (X) = {Х- хгр (X - 1ф . .. (X - Xs)ks.
Здесь Хи Х21 ..., Ха различны, ки к2, ..., ks —

положительные целые числа. Корень Х5 называется простым, если

kj = 1, и кратным, если kj > 2. Число к$ называется

кратностью корня Xj характеристического уравнения.

Теорема 2. Пусть характеристическое уравнение
имеет различные корни Хи ..., Х8 кратностей ки ..., ks,
соответственно, к{ +• к2 + ... + ks = n. Тогда всякое

решение уравнения (1) имеет вид

у = Р, (х) Л* + Р2 (х) Л* + .., + Ps (х) ех«*, (9)

где Pj(x) — многочлен степени kj—1, и всякая функция
вида (9) есть решение уравнения (1).

Доказательство проведем по индукции.
Представим оператор 1(D) в виде

I (D) = I, (D) (D - Xs); h (D) = (D - XJ^ ... (D - Xs)**'1
и обозначим (D — X8)y = z, тогда для z получим уравнение
li(D)z~0 порядка n— 1. По предположению индукции
имеем

z еее у' - Xsy = (?х (ж) Л* + ... + &-i (ж) г**"1* + Qs (х) е%*х.

Здесь (^Ы, ..., Qe-i(x) — многочлены степеней /с4 — 1,
..., ка-{ — 1, ()s(#) — многочлен степени ka — 2; если Аг8 = 1,
то Qs(x) = 0. Мы получили уравнение первого порядка
относительно у с правой частью — квазимногочленом. Если
Xs — простой корень, то это уравнение имеет частное

решение вида

Уо
= Pi (х) е^х + . .. + Ps-i (х) ек*~1*,

где Pj(x) — многочлен степени к$— 1, а всякое решение

однородного уравнения имеет вид уг = С8еК* х, где С8 —

произвольная постоянная (§ 4). Тем самым (9) доказано.
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Если Я3 — кратный корень, то неоднородное уравнение
имеет частное решение вида

Уо
= Л (*) е^х+ ...+ Ps-i (х) е}^х + xQs (х) ех«*,

где Pj(x) — многочлен степени kj — 1, Qs(x) — многочлен

степени к$ — 2. Сумма у0 и решения однородного
уравнения имеют вид (9).

4. Уравнение Эйлера. Это уравнение вида

хпу{п) + а,хп-'у(п-1) + ... + an-ixy' + апу = 0, (10)

где аи ..., ап — постоянные, х > 0. С помощью замены

переменной
*=¦*' (И)

уравнение Эйлера приводится к уравнению с постоянными

коэффициентами. Действительно,

di
= e

di' XTxy="dt'

dx%y dt \e dt)
~

dt* dt

и аналогично можно показать, что xhy{h) есть линейная

комбинация производных функции у по переменной t с

постоянными коэффициентами.
Более эффективный способ интегрирования уравнения

Эйлера состоит в том, что решение ищется в виде у
= #\

Имеем

ху' = Хх\ хгу" =М - 1)х\ ...,

xny{n) = m-i)..xx-n + i)x\

Подставляя в (10) и сокращая на я\ получаем уравнение
относительно X:

т -1).. .а - л + о + а,т - d. . .а - * + 2) +...

+ ...Оп-Л + Лп = 0, (12)

которое называется определяющим уравнением. Если Я —

корень определяющего уравнения, то функция

у = х* (13)

есть решение уравнения Эйлера. Приведем общий вид

решения уравнения Эйлера.
1°. Корни Xi, %г, ..., К определяющего уравнения

различны. Тогда всякое решение уравнения Эйлера имеет
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ВИД

у = С±х^ + С2хк* + ... + Спх^,

где Си С2, ..., Сп — произвольные постоянные.

2°. Определяющее уравнение имеет различные корпи

Хи ..., Xs кратностей ки ..., к8 соответственно, причем
&! + кг + ... + к$ = п. Тогда всякое решение уравнения

Эйлера имеет вид.

у
= Рг (In х) xKi + Р2 (In х) Xх* + ... + Р8(\пх)х\

где Pj(t)—произвольный многочлен от t степени к^— 1.
Замечание. Если А,— комплексное число, то при

х > О, по определению,

д.Х = ^ In *.

5. Выделение вещественных решений. Во многих

прикладных задачах коэффициенты уравнения (1)

вещественны, и требуется найти все вещественные решения этого

уравнения. Процедура выделения вещественных решений
не зависит от того, постоянны или переменны

коэффициенты уравнения, и мы рассмотрим уравнение

Ну) к ум + а,(х)у{п-1) +... + ап(х)у = 0 (14)

с переменными коэффициентами.
Лемма 1. Если коэффициенты уравнения (14) веще-

ственны и у(х) — его решение, то его вещественная и мни-

мая части

и(х) = Re у(х), vix) = Im у(х)

также являются решениями.

Доказательство. Имеем у(х) = и(х) + iv(x).
Подставляя в уравнение (14), получаем

l(y)=l(u) + il(v)=0.

Функции l(u), l(v) вещественны, а потому Ки)=0,

Лемма 2. Если коэффициенты характеристического
уравнения (6) вещественны и К — корень уравнения, то

X — также корень уравнения.

Доказательство. Имеем

1(Х) = Хп + а,Хп~1 + ... + ап = Хп + апХп~' + ... + ап = 1(Х),

так как аи ..., ап вещественны, и если 1(Х) = О, то ИХ) =
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Пусть коэффициенты уравнения (1) вещественны;

ограничимся случаем простых корней. Если Я0 —

вещественный корень, то функция у0 = е о* есть вещественное

решение. Пусть А, = а + ф, р ^ 0,— комплексный корень,
тогда уравнение (1) имеет решение у = eaVp*. В силу
леммы 1 функции

i/i = еах cos р#, г/2 = еах sin р#

будут (вещественными) решениями. Комплексно

сопряженному решению у = е%х отвечает та же пара

вещественных решений. Можно показать, что всякое вещественное

решение уравнения (1) есть линейная комбинация с

вещественными коэффициентами решений вида yQl уи y2l
т. е.

у = С^Л* + ... + Che%k* + Axeaix cos $±х +

+ B^i* sin $гх + Ф *. + Asea&x cos $sx + Bsea&x sin psz,

где Cj, A» Bj — вещественные постоянные.

Пример 1. Решим уравнение

у'"-у"+у'-у = о.

Составим характеристическое уравнение

Х3-Х2 + Х-1 = 0.

Его корни равны Xi = 1, Х2, з
= ±г, и потому всякое

решение имеет вид

у
= С,ех-\-Сге{х + С3е-{%

где Cj — произвольные комплексные постоянные. Найдем
все вещественные решения. Так как решение ех

вещественно, eix = cos х -f i sin x% то всякое вещественное решение
имеет вид

у
— А{ех + А2 cos х + А3 sin я,

где Aj — произвольные вещественные постоянные.

Пример 2. Решим уравнение

yW-Vy-0,

где к > 0 — постоянная. Корни характеристического
уравнения Л,4 — А:4 = 0 равны: A,if 2

= ±fc, Xs, 4
= ±iK и потому

всякое решение уравнения имеет вид

у
= Схеы + Cze~hx + C,eikx + CAe~ihx,
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где Cj — произвольные комплексные постоянные. Найдем
все вещественные решения. Решения екх, е~кх
вещественны, eihx = cos кх + i sin кх, и потому всякое вещественное

решение имеет вид

у = i4iete + Аге~кх +• А3 cos кх + Ak sin кх,

где Aj — произвольные вещественные постоянные.

Пример 3. Решим уравнение

y™ + ay"' + by"+ay' + y = 0.

Характеристическое уравнение

tf + aX3 + bl2 + aX+l = 0 (15)

является возвратным. Алгебраическое уравнение

а0Кп + аДп_1 + ... + On-iX + ап = О

называется возвратным, если равны коэффициенты,
равноотстоящие от концов:

Если степень гс уравнения нечетна, то оно имеет корень
Я = —1, и после деления на К+1 получается возвратное
уравнение четной степени п— 1. Если же степень п

уравнения четна, то его можно свести к уравнению степени

вдвое меньшей с помощью подстановки

ь + т-р-

Покажем это на примере уравнения (15). Поделив обе
части этого уравнения на Я2, получим квадратное
уравнение относительно р

Пусть а«—1, fe = 2, так что исходное уравнение есть

у™-у'" + 2у"-у' + 1 = 0.

Тогда Pi*=0, рг = 1, откуда находим

%12 = ±i, Я3,4 = у (1 ± * /3)
и всякоз решение дифференциального уравнения имеет

вид

., 1(1+1/5)* i(l-c/3)«
I/ = ^е** + Сге~гх + С3е3 + С4еа
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Всякое вещественное решение имеет вид

у = A^^cosx + A2smx + e2lA3cos -у-
х + A^sin -^— #1.

Пример 4. Решим уравнение

у -у -у -у=*0.

Корни характеристического уравнения равны Kit 2
= 1,

К3 = — 1, так что корень К = 1 двукратный. Поэтому всякое

решение уравнения имеет вид

y
= (Ci + C2x)ex + C3e-x.

§ 6. Линейные однородные уравнения второго порядка
с постоянными коэффициентами

1. Гармонические колебания. Рассмотрим уравнение
х + (о2х = 0, (1)

где со > 0 — постоянная. Характеристическое уравнение
есть X2 + со2 = 0, так что Хи 2

= ±?со и всякое вещественное

решение уравнения (1) имеет вид

x(t) = Ci cos at + Cz sin co?, (2)

где Cu C2 — произвольные постоянные. Это решение
можно записать в виде

x(t) = A cos (со? — ф), (3)

где А = уС\ + С\, cos ф
= СJA, sin ф = СJА, Чтобы

выделить единственное решение, необходимо задать
значения функции x(t) и ее производной xit) в некоторый
момент времени t = t0. Пусть tQ — 0 для простоты, тогда
начальные данные таковы:

х{0)=х0, х(0)=х{. (4)

Будем считать, что x(t) есть координата в момент

времени t частицы, движущейся по оси х, и пусть ее

начальная скорость Xi положительна. Тогда частица будет
двигаться вправо, пока не дойдет до точки х = 4, где А =

=

у хо + #iA*>2 (эта формула следует из сравнения (3) и

(4)). Затем частица поворачивает налево и движется до

точки х = —А, и т. д. Таким образом, частица совершает
периодические колебания. Число А называется амплиту-
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дой колебаний, число ср
— начальной фазой. Колебания

совершаются с периодом Г = 2я/со. В данном случае
период колебаиий не зависит от амплитуды (иначе обстоит
дело для нелинейных периодических колебаний — гл. 4,
§ 5).

Механическая или физическая система, которая
описывается уравнением (1), называется гармоническим

осциллятором. Примеры таких систем:

1°. Малые колебания маятника.

2°. Малые колебания груза, подвешенного на упругой
пружине, под действием силы тяжести.

3°. Электрические колебания в контуре, состоящем
из емкости С и индуктивности L.

2. Ангармонические колебания. Рассмотрим уравнение

х + 2ах + Ьх = 0, (5)

где а, Ъ — вещественные постоянные. Корни
характеристического уравнения л2 + 2аХ +6 = 0 равны

Xit2 = -a±l/az-b. (6)

Возможны несколько вариантов, в зависимости от

соотношения между числами а, Ъ.

1°. Затухающие гармонические колебания. Пусть а>0,

а2 < Ь, тогда Xii2 = —я± iVb — а2, и все вещественные

решения уравнения (5) имеют вид

# = e~ai(Ctcas d)t + CiSinat), со = УЬ —а2,

где Ci, С2 — произвольные вещественные постоянные. Ре-

m шения можно записать в виде,
U аналогичном (3):

I Д л x(t)=Ae-atcos((x>t-y). (7)

II I I / W \/ V/^^ t Эта функция — непериодиче-
1 I и екая; но ее нули, а также мак-

| и симумы и минимумы периоди-

рис 5. чески повторяются, с периодом
Т = 2я/со. Колебания, которые

описываются формулой (6) — затухающие, так как

Нт#Ш = 0 (график см. на рис. 5). Величина Ae~at на-

зывается амплитудой колебаний. Величина б = а

называется коэффициентом затухания. Она равна б = 1/т, где
т — промежуток времени, за который амплитуда
колебаний уменьшается в е раз. Действительно, Ae~a{t+X)/Ae~at =
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= е. Величина d = 6Г (т. е. й = 2яб/со) называется

логарифмическим декрементом затухания. Эта величина

показывает, насколько убывает амплитуда функции x(t) за

один период. Пусть N — число колебаний, после которых

амплитуда уменьшается в е раз. Тогда

Следовательно, d — это величина, обратная числу

колебаний, после которых амплитуда уменьшается в е раз.

Логарифмический декремент (часто говорят просто
«декремент») есть «естественная» мера быстроты затухания

колебаний, поскольку естественным масштабом времени
для каждого колебания есть его длительность Т.

Для характеристики колебательных контуров
употребляется еще величина Q — добротность контура:

Добротность контура тем больше, чем дольше длятся

колебания контура
— в естественном масштабе времени для

контура, где единица измерения времени есть Т.
Запишем уравнение (5) в виде второго закона

Ньютона:

rax = m(—2ax — Ъх) = F.

Слагаемое в правой части — 2тах можно

интерпретировать как силу, пропорциональную скорости х частицы и

направленную в сторону, противоположную направлению

движения частицы. Так действует, например, сила

трения (в простейшей модели). Ясно, что эта сила тормозит
движение частицы, что и приводит к затуханию

колебаний; но лучшим объяснением их затухания является

формула (7). Затухающие гармонические колебания
возникают в линейных системах с потерями (например, в

электрическом колебательном контуре, в цепь которого
включено сопротивление).

2е. Апериодический процесс. Пусть по-прежнему а > О,
но а2 > Ь, тогда корни Kit 2 оба вещественны и

отрицательны, если Ъ > 0. Решение имеет вид

х (*) = Сге%^ + СЯЛ* (Я,! < 0, Я2 < 0)

и не колеблется. Это отвечает наличию большого трения
или больших потерь в системе.
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3°. Остается исследовать случай а < 0. Решения имеют

вид

x(t) = Aew cos Ш - ф) (а2 < Ь),

х (t) = Ле№ [с^7^ + С^^^) (а2 > 6).

В первом случае амплитуда колебаний Аеш

неограниченно возрастает со временем. Такой процесс может

описываться линейным уравнением только на конечном

промежутке времени, так как колебания с большими

амплитудами нелинейны. Во втором случае при Ъ > 0 амплитуда
колебаний также неограниченно возрастает. При Ъ < 0

имеется единственное (с точностью до множителя)

убывающее решение:

*(*) = >|-У?=*)'
и только оно имеет физический смысл при изучении
малых колебаний.

§ 7. Линейные уравнения
с правой частью — квазимногочленом

Частное решение неоднородного линейного

дифференциального уравнения вида

У™ + а^п~" + ... + апу = Рп{х)еГ*, (1)

где Рт(х) — многочлен степени т, может быть найдено
элементарно.
Лемма 1. Если 1(D) — дифференциальный оператор

с постоянными коэффициентами, то справедлива формула
сдвига:

l(D)(e^y) = e^l(D + ii)y. (2)

Доказательство. По формуле Лейбница имеем

k k

Dk (&*у) = 2 С{ (е»*р у«~» = е^ 2 <№&~*У =
3—0 3=0

Следовательно,

UDKeVy) = е^[а0(В + [i)ny + at(D + \i)n^y -К.. + any] =

= e^KD + \x)y.

Теорема. 1°. Нерезонансный случай. Пусть
|А не является корнем характеристического уравнения.
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Тогда уравнение (1) имеет частное решение вида

У = <?тЫ^, (3)

где Qm(x) — многочлен степени т.

2°. Резонансный случай. Пусть \х — корень
характеристического уравнения, кратности к. Тогда
уравнение (1) имеет частное решение вида

y = xhQm(x)e»x, (4)

где Qm(x) — многочлен степени т.

Доказательство. Сделаем замену

y = e»*z (5)

и применим формулу сдвига (2). Тогда для z получим

уравнение

h(D)z = Рт(х); ISD) = KD + \х). (6)

Многочлен liCk) равен Ь0 + ЬД + ... + &ДП, и так как

Zi(0) = 1(\х) Ф 0, то Ь0 Ф 0. По условию,

Рт(х) = cQxm + с,хт~' +... + сп.

Будем искать z в виде

z = d0xm + й,хш~х + ... + dm, (7)

где d0, du ..., dm — неизвестные коэффициенты (метод
неопределенных коэффициентов). Подставляя z в

уравнение (6), получаем

b0z + b,z' +...+ bnz(n) = b0(d0xm + а,хт~' +...) +

+bi(md0xm-i + (m - Ш^771"2 + ...) =

= C0Xm + СьХт~1 + ... + сж.

Приравняем коэффициенты при степенях #7П, л;771"1, ...;

тогда получим уравнения

b0d0 = с0, b0di + mbid0 = си ...

Так как Ь0 Ф 0, то из этой системы последовательно

находятся коэффициенты d0, du ... Из формул (7), (5)
следует формула (3).

В случае 2° характеристическое уравнение Zi(A,) = 0

имеет корень к = 0 кратности к, так как lt(K) = 1{К+ (х).
Поэтому

/Д) = ьх + h+X+i + ... + Яп, Ьк Ф о,
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Введем новую неизвестную функцию w = z{h)] тогда для

w получим уравнение

bkw + bk+,w' + ... + w(m~v = PJx).

Поскольку bh Ф О, то для этого уравнения имеет место

случай 1°, и оно имеет частное решение вида

w = d0xm + Ъхт-1 + ... + dm = z{h).

Интегрируя, получаем
х

г{к-г)= \wdx = x(Jo_xm+ ... +dm) = xQml(x).
J \лг+ 1 /

Интегрируя от 0 до ж еще к — 1 раз, получаем z = xkQm(x)1
где Qm{x) — многочлен степени т. Из этой формулы и

(5) следует (4).
Рассмотрим уравнение

у{п) + aiU1"'1* + ... + апу = Рт(х) (a cos \ix + Ъ sin \хх). (8)

Пусть коэффициенты уравнения аи ..., ап, число \х и

коэффициенты многочлена Рт(х) вещественны. Найдем
вещественное частное решение уравнения (8). Заметим,
что если число i\i не является корнем
характеристического уравнения или является корнем кратности /с, то тем

же свойством обладает комплексно сопряженное число

—i\i. Уравнение (8) имеет вещественное частное решение

вида

У
= Qm(x)(A cos \хх + 5 sin \ix),

если и. не является корнем характеристического

уравнения, и вида

у
= xhQm(x) (A cos \хх + В sin \ix),

если i\i — корень характеристического уравнения
кратности к. Здесь Qm(x) — многочлен степени т с

вещественными коэффициентами.
Пример 1. Рассмотрим уравнение Ньютона

,2

±±+(o20x^F cos со*. (9)
dt

Здесь (Do > 0, со > О, F Ф О вещественно. Удобнее вместо

уравнения (9) решать уравнение

il + vlz-Fe™. (10)
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Вещественная часть решения Rez удовлетворяет
уравнению (9).

1°. Пусть со Ф соо, тогда частное решение ищем в виде

z = Aeiiut. Подставляя в (9), находим А, так что всякое

решение уравнения (9) имеет вид

s^^ + V^t-r-r^
%
- to

а всякое вещественное решение уравнения (9) имеет вид

F
х = Сл cos (oat + С2 sin (dnt + 0 0

cos (ot. (И)° 0)2—СО2 '

2°. Пусть со = со0, тогда частное решение ищем в виде
z = Atei<ut (так как кратность к корня i(o0 уравнения
К2 + C0q = Оравна 1). Всякое решение уравнения (9) имеет

вид

z = Aie
° +А2е °+-щ^>

а всякое вещественное решение уравнения (9) имеет вид

F
х = С1 cos со0? + С2 sin (x)0t + z—t sin co0?. (12)

zco0

Приведем физическую интерпретацию формул (11),
(12). Однородное уравнение (9) (при F = 0) описывает

свободные колебания материальной точки, частоты со0

(§ 6). Уравнение (9) описывает колебания материальной
точки под действием внешней периодической силы, с

частотой со.

Если со Ф соо, то все решения уравнения (9)

ограничены при
— °о < t< о°, как видно из формулы (11).

Если же со = соо, то любое решение уравнения (9) не-

ограничено при t ->- +°° из-за наличия слагаемого

F

о—?sincoft? (см. (12)), т. е. колебания точки становятся

2со0
неограниченными. Это явление называется резонансом

—

совпадают собственная частота колебаний со0 и частота

колебаний внешней силы со. Типичным примером
резонансного явления служат обычные качели, если

подталкивать их «в такт».

3°. Вернемся к случаю со Ф со0 и пусть правая часть

в (9) равна Fcos (со^— (pt). Тогда

x(t) =A0cos (со0? — ср0) + ^4i cos (со^ - cp±), (13)
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где Aj, ф,-— вещественные постоянные; пусть А0Ф0,
А,Ф0.

А. Если частоты со0, сох соизмеримы, т. е. их отношение

есть рациональное число, то x(t) — периодическая
функция. Действительно, co0/cOi = /?/д, где р, q

—

целые числа;
можно считать, что они положительны и взаимно просты.

Тогда период колебаний равен
т 2пр 2щ

Б. Если частоты со0, coi несоизмеримы, т. е. их

отношение есть иррациональное число, то x(t) —

непериодическая функция. Допустим противное, и пусть Т > О —

период функции x(t). Из тождества xU + T) =x(t) находим:

А0 sin -|- sin Uo0t + -| ф01 +

®J ( <*J \
+ Ах sin -^- sin I (oLt + -| фх I == 0. (14)

со Г

Выберем th так, чтобы co0th -|—^ Фо= ^п> гДе & — целое

число, тогда первое слагаемое в (14) обратится в нуль,
и мы получим соотношение

со Г / со Г \

sin
-у-

sin I сох^ + -| фх I = 0. (15)

Если равен нулю первый сомножитель, то Г = 2я?\/й)1,
где kt Ф 0 — целое число. Это значение 71 есть период

второго слагаемого из (13), следовательно, Г —период

первого слагаемого. Все периоды первого слагаемого из

(13) имеют вид 2я7?г/(о0, где пг Ф 0 — целое число. Поэтому
2ft/ci/o)i = 2я77г/о)0 при некотором целом ттг, так что

отношение coo/coi — рациональное число. Это противоречит

несоизмеримости ЧаСТОТ (Do, COi.

Пусть второй сомножитель из (15) равен нулю, тогда

сот

<Mfc +2 Ф1 = ятг(й),

где п(к) — целое число. Полагая к = 0, 1 и вычитая

первое тождество из второго, получаем ясо^соо = ягя, где m —

целое число. Поэтому отношение о)0/о) 1
—

рациональное

число, что противоречит предположению о их

несоизмеримости. Итак, x(t) — непериодическая функция.
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Покажем, что

sup*(*) = Mol + Mi|. inf*(*) = -Mol4M (16)
t^R t^R

где R— числовая прямая. Пусть Л0>0, Л4>0 для

простоты. Положим tk = (2кк + фо)/со0, где к — целое число,

тогда первое слагаемое в (13) будет равно А0. Покажем,
что второе слагаемое может принимать при t = th
значения, сколь угодно близкие к Ait Аргумент косинуса равен

2я(сх& + р), а = Qi/coo, (17)

число (5 = ( -jjp фх ] |(2я) не зависит от к. Нам

понадобится
Лемма 2. Пусть а — иррациональное число. Тогда

для любого числа г^[0, 1) и для любого е >0 найдется
такое целое число k = k(e), что

Iua-[fta]-r|<e. (18)

Здесь Ы —целая часть числа х (если х = п + г, где
п — целое число, 0 < г < 1, то Ы = п).

Доказательство. Пусть С — окружность длины
i и Ао^С—фиксированная точка. Будем откладывать
от точки А о дуги длин а, 2а, ... против часовой стрелки;
тогда получим множество точек M = {Ah}, k = 0, 1, 2, ...,

на окружности. Длина дуги, соединяющей точки A0l Ah
(дуга AQAh ориентирована против часовой стрелки),
равна ка- 1ка). Все точки множества М различны.
Действительно, если Ат = Ап при тФ п, то

та
— [та] = па — [па],

откуда следует, что а — рациональное число. Фиксируем
число г, 0 ^ г < 1, и малое число е > 0. Отложим от точки

Л о дуги длины г — е, г+ е, и пусть А — дуга с этими

концами. Покажем, что А содержит точки множества М.

Выберем такое N>1, что l/JV<2e. Точки А0, А1ч ..., AN
разбивают окружность на TV дуг. Длина I хотя бы одной
из них меньше 1/iV, т. е. меньше длины дуги А. Пусть
это будет дуга АтАп и т < п для определенностп.

Рассмотрим точки Bk = Am+k(n-m)i к = 0, 1, 2, ... Расстояние

между точками Bh, Bh+i равно I < 2е, и потому хотя бы

одна из этих точек Вь0 будет лежать внутри дуги Д.

Расстояние от этой точки до середины дуги А меньше 8,
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так что

\(т + к0Ы — т))а— [(т + к0(п — т))а] — г\ < е.

Замечание 1. Из леммы 2 следует, что

последовательность {па— [/га]} при иррациональном а всюду
плотна на отрезке [О* 1], т. е. в любой сколь угодно малой

окрестности любой точки ге[0, 1] лежат точки этой

последовательности. Более того, последовательность

равномерно распределена на отрезке / = [0, 1]. Это означает

следующее: пусть L — любой отрезок, содержащийся в

/, I — его длина и N(L) — число точек

последовательности, которые лежат на i и номера которых не

превосходят N. Тогда

Докажем, что cos2n(fta + p) может принимать

значения сколь угодно близкие к единице; тем самым первое
из соотношений (16) будет доказано. Представим р в виде

Р — т — г, где т — целое число, 0 =^ г < 1 и выберем к

в соответствии с (18). Тогда

ка + Р = [ка] + т + г,

где \г\ < е, так что

cos 2п(ка + р) = cos 2лг,

и это значение может быть сколь угодно близким к

единице. Аналогично доказывается утверждение (16)
относительно нижней грани.
Замечание 2. Функция x(t) (см. (13)) с

несоизмеримыми coo, coi является почти периодической. Это
означает, что для всякого е >0 существует L = L(e)>0
такое, что в каждом интервале длины L найдется число Т

такое, что

\x(t + T)-x(t)\ <8.

Это число называется г-почти периодом. Почти

периодическая функция повторяет свои значения, но, в отличие

от периодической функции, с ошибкой.
Аналогичные утверждения справедливы и для суммы

нескольких гармонических колебаний:

N

х (*) = 2 Ajcos (®$ ~~ фЛ» Aj ф о*

Пусть частоты со0, col5 ..., ш#
—

рационально независимы,
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т. е. не существует целых чисел тг0, пи ..., пК) не равных

нулю одновременно и таких, что

П0(й0 + ?li(Oi + ... + nN(dN = 0.

Для двух частот со0, оч их рациональная независимость

эквивалентна несоизмеримости. В этом случае функция
xit)—непериодическая, но почти периодическая.

Пример 2. Рассмотрим функцию (13) в случае, ког-

да ©! > Шо > 0 и частоты со0, coi близки, т. е. Й/со0 < 1, где

Q = coi
—

coo. Функцию xit) можно представить в виде

х (t) = A (t) cos (cd0? — ф (?)),

A* (t) = А\ + А\ + 2А0АХ cos (Фо - г|> (0),
(lg)

A. sin фл + Ал sin гЬ (t)

**<*>- ^ со. Ф;+л; соч,(о' *с)-ф,-о*.

«Амплитуда» <4Ш есть медленно меняющаяся функция,
периодическая, с периодом 2n/Q. Если Л0>0, Л4>0,
то Л2Ш меняется в пределах от Ы0 —Лх)2 до Ыо + ^i)2.

Рис. 6.

Множитель cos (со0? — (pit)) есть быстро меняющаяся

функция; график функции xit) см. на рис. 6; здесь А0 = А1л
Такая картина называется биениями; график функции
Ait) называется огибающей. Этот физический термин
не совпадает с математическим понятием огибающей
(гл. 2, § 11).

Можно рассматривать функцию xit), например, как

сумму звуковых полей двух излучателей с близкими

частотами; xit) — это значение звукового давления в

фиксированной точке пространства в момент времени t. Если

частоты ©о, coi высокие, то человеческое ухо не сможет

услышать каждое из колебаний в отдельности, но

услышит их огибающую — звук поочередно усиливается и

ослабляется, т. е. человек услышит биения.
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Пример 3. Рассмотрим уравнение

х + 28х + cdqZ = F cos со?, (20)

где б > 0, ©о > 0, © > 0, б2 —со0 < 0. Все решения

однородного уравнения экспоненциально затухают при
t -»¦ +00. Но мы имеем дело с нерезонансным случаем, так

что уравнение (20) имеет частное решение вида

x0(t) =А cosco? + Ssinco?,

A = ±^-F, 5 = ^F, Д» = («8 - со-)2 + W.

Поэтому всякое решение уравнения (18) при больших t
имеет вид

x(t) = xo(t) + 0(e-6t) (*-*+«>),

т. е. очень близко к периодической функции. В
уравнении (20) член 28х отвечает «трению» (§ 6), которое
стремится уменьшить колебания. Правая часть F cos ш?, F Ф 0,
есть периодическая сила, которая стремится раскачать
колебания. Взаимодействие между трением и внешней

силой приводит к установлению колебаний, близких к

периодическим. Аналогичные примеры будут рассмотрены
в гл. 3, § 12.

Пример. Найдем все вещественные решения

уравнения

М) — У{к) ~~

У = aie* + а^3х + аз sin х + а^ cos 2х,

где cij
—

вещественные постоянные. Корни
характеристического уравнения Я4 — 1 = 0 равны

Ai = 1, Аг = —1) Аз = ^ А/4 = —?,

так что всякое вещественное решение у0(х) однородного
уравнения имеет вид

#о
= С^ё* + Сге~х + Cz cos х + С4 sin х.

Здесь Cj — произвольные вещественные постоянные.
Всякое вещественное решение неоднородного уравнения
имеет вид

у
= у0 + aiyi + агуг + а3у3 + а4г/4,

где yj — частные решения уравнений

tyi = ех, 1уг = eZx} ly3 = sin х} lyk = cos 2#.



§ 8) ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ. СЛУЧАЙ ПРОСТЫХ КОРНЕЙ 59

Так как \х
= 1 — корень характеристического уравнения

кратности 1, то решение yt ищем в виде yi
= AiXex.

Подставим yi в уравнение. При вычислении производной у±

воспользуемся формулой Лейбница:

(а**)(4) = (ех)^х + 4(e*)(3V = (х + 4)ех.

Отсюда находим А = 1/4, yY = xexlk, Так как [1
= 2 не

является корнем характеристического уравнения, то

решение уг возьмем в виде у2
= А2е2х, и из уравнения

находим А2 = 1/15. Найдем у3; так как i — корень

характеристического уравнения кратности 1, то y3
= x{acosx +

+bsinx). Подставим у3 в уравнение, используя формулу
Лейбница
х(а cos х + Ъ sin хУк) + 4(а cos х + Ъ sin х){3) —

— х(а cos х + Ъ sin х) = sin х. (3)

1
Отсюда находим а = 1/4, Ь = О, */3 = -г- # cos #. Так как

2? — не корень характеристического уравнения, то

возьмем ук в виде ук
= a cos 2х + b sin 2# и из уравнения

найдем а= 1/15, 6 = 0. Итак, все вещественные решения
данного уравнения имеют вид

у = С-ув* + С2е~х + С3 cos х + С4 sin х +

+ 4- хе + т| е + ~ х cos х + т§
cos 2я\

§ 8. Линейные системы с постоянными

коэффициентами. Случай простых корней

Рассмотрим линейную однородную систему

дифференциальных уравнений

-fa
= апУх + апУ* + . . . + атУт

dy„
77
^ a2i^/i + а22Уч + . .. + а2пУт

где aift — комплексные постоянные. Запишем эту систему
в матричной форме, введя (п X п)-матрицу А = (ajh) и

n-вектор (столбец) у (х) *= (уг (x)t .
.,, уп (х))1 (знак

т
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означает транспонирование):

% = ау- <*>

Интегрирование этой системы сводится к задачам ал-

гебры.
Напомним некоторые сведения из линейной алгебры

[8, 20]. Вектор ефб называется собственным вектором

матрицы А, если

Ае = %е.

Число X называется собственным значением матрицы А

(отвечающим собственному вектору е) и является корпем

характеристического уравнения

detU-A,/)=0,

где / — единичная матрица.

Теорема 1. Если собственные значения Хи %2, ..., ^п
матрицы А различны, то собственные векторы ех, е2, . • •

...,еп линейно независимы (и потому образуют базис).

Приведем другую формулировку этой теоремы: если

собственные значения матрицы А различны, то

существует невырожденная (пХп)-матрица Т, приводящая
матрицу А к диагональному виду, т. е.

0\
Г~МГ = Л = [ л2 |. (2)

Здесь Ки %2, ..., Яп — собственные значения матрицы А,
а матрица Т = (ev e2i ..., еп) (т. е. столбцы матрицы
Т — собственные векторы матрицы А).

Нам понадобятся элементарные сведения о матричных

функциях. Пусть Т(х) есть Ы X ?г)-матрица с элементами

tjh(x). Матрица-функция Т(х) называется непрерывной
(дифференцируемой, дважды дифференцируемой и т. д.)
на множестве М, если все ее элементы непрерывны
(дифференцируемы и т. д.) на множестве М. Производной
матрицы-функции Т(х) называется матрица, элементы

которой— производные от элементов матрицы Т(х), т. е.

Lnx)=[ihk{x)y
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Лемма. Пусть Т{х) есть (пХп)-матрица, z(x) есть

п-вектор. Тогда

5 «Г W z <*» = dJl~z <*> + Т <*> Т- (3)

Таким образом, правило дифференцирования произвег
дения Т (х) z (х) матрицы-функции и вектор-функции в

точности такое же, как и для произведения скалярных

функций. Формула (3) проверяется непосредственно.

Теорема 2. Пусть собственные значения Ai, A2, • • •

..., Кп матрицы А различны. Тогда всякое решение

системы (1) имеет вид:

у (х) = Cleh\ + C2eh*e2 + ... + Сп/"хеп, (4)

где ev е2, ..
., еп — собственные векторы матрицы А и

Си С2, ..., Сп — произвольные постоянные.

Доказательство. Введем новую неизвестную

вектор-функцию z (х) по формуле

y(x}=Tz(x), (5)

где Т — матрица, приводящая матрицу А к

диагональному виду (см. (2)). Подставляя (5) в (1), получаем

систему

т?-АТм,
так как

-^
= 0. Умножая обе части этой системы слева

на Г"1 и учитывая, что Т~1АТ = А, получаем систему

dz ,

В покомпонентной записи эта система имеет вид

Z\
= Aj^, Z% = A2?2l • •

•» ^n == hnZn,

т. е. она распадается на n независимых уравнений. Все
решения системы даются формулой

СХ^х %^х Хпх
х 1& » ^2 == ^2^ э • • • j %п ^ *~"П& 1

где Си С2, ..., Сп — произвольные постоянные, или

z = C/Sfx + СгеК*и + .. • + CneKxfni (6)
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где fk — вектор, у которого к-я компонента равна

единице, а остальные компоненты равны нулю. Так как столбцы

матрицы Т — собственные векторы матрицы А, то Tfh =
— ek и, подставив (6) в (5), получим (4).

Итак, алгоритм отыскания всех решений системы (1)

следующий:
1°. Находим собственные значения Ai, А21 ..

•, An

матрицы А из характеристического уравнения

detU-M)=0.

2°. Находим собственные векторы ev е2, ..., еп,

решая п систем линейных алгебраических уравнений

ау = Ку\ ау = Ку\ ...; ау = Ку.

3°. Выписываем решение по формуле (4).
Пусть все элементы матрицы А вещественны. Найдем

все вещественные решения системы (1).
Лемма. Пусть А — матрица с вещественными

элементами. Если е— ее собственный вектор, отвечающий
собственному значению X, то X — собственное значение,

которому отвечает собственный вектор е.

Доказательство. По условию, Ае == he.

Перейдем к комплексно сопряженным величинам: Ае = %е. Так
как элементы матрицы А вещественны, то А=А, и

потому

Ае = Ке.

Следовательно, К — собственное значение, е —

собственный вектор.
Если К — вещественное собственное значение матрицы

А, то собственный вектор е можно взять вещественным,

и мы получим вещественное решение у = е хе. Пусть % —

комплексное собственное значение; тогда решение у =

= е е комплексно. Его вещественная и мнимая части —

решения системы:

yi = Re(e**e), ya = Im(***e).
Система имеет также комплексно сопряженное решение

у
= е е, которому отвечает пара вещественных решений

Uv —#2» т. е. та же, что и для у. Все вещественные
решения системы получаются следующим образом. Пусть
Ki, ..., \k — вещественные собственные значения, А^1» ^a+i»
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Яь+2, К+2, ...

— комплексные собственные значения.

Всякое вещественное решение системы имеет вид

у=Схе
х

«!+ ... +Cke eh +

+ Ch+1 Re(/ft+14) + Сй+2 Im {e%h+1"ek) +...,

где Cj — вещественные постоянные.

Рассмотрим неоднородную систему

dy
%г = Ау + е»*Рт(х). (7)

Здесь Рт (х) — вектор-функция, компоненты которой —
т

многочлены степени не выше чем т: Рт (х) = 2 Pjx\
гДе Pj

— постоянные векторы.

1°. Нерезонансный случай. Если jut не есть собственное
значение матрицы А, то система (7) имеет частное

решение вида

y = e»xQm(x), (8)
где Qm(x)—вектор-функция, компоненты

которой—многочлены степени не выше чем т. При этом матрица А

может иметь как простые, так и кратные собственные

значения.

Будем искать Qm(x) в виде

Qrn (z) = 2 qp\
J=0

где qj — неизвестные постоянные векторы. Подставляя
в (7) и сокращая на е***, получаем

dO (х)
W-A)Qn(x) = Pn(x)--l^.

Приравнивая слева и справа коэффициенты при степенях

#т, хт~х и т. д., получаем

(и7 — A) qm = рП1

(у/ — А) дгт_! = рт_х — mqm, (9)

Матрица \xl — А невырождена, так как \х не есть

собственное значение матрицы Л, и из первого из уравнений
(9) находим qm\

qm
= (ц/ — А)~*рт.
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Затем из второго из уравнений (9) находим qm-i

и т. д.

2°. Резонансный случай. Пусть и, — собственное
значение матрицы А, и пусть собственные значения матрицы А

различны. В этом случае система (7) имеет частное

решение вида

У =* e^Qm+1 (х),

где Qm+i (%) — вектор-функция, компоненты которой суть
многочлены степени не выше, чем т+1. В этом случае

удобно сделать подстановку (5), тогда система (7) примет
вид

^ = Vi + f*h (*). ^ = *А + #*U (*), • • •

где fj(x) — компоненты вектор-функции Т~ Qm (х).
Система распалась на п уравнений первого порядка, частпые

решения которых ищутся так же, как и в § 4.
Пример. Решим систему

х = ix - у
— 2z + t,

у = х + sin ?,

z = 6х — 2у — 3z.

Вначале решим однородную систему. Характеристическое
уравнение А,3 — Х2 + Х— 1 = 0 имеет корни Х{ = 1, Хг,з =*

=>±i. Собственный вектор ег определяется из системы

Зх - у
- 2z = 0, х - у

= 0, бя - 2у - 4z = 0,

так что х = у = z и можно взять еЛ = (1, 1,1)т.
Собственный вектор е2 определяется из системы

(4 - i)x - у
- 2z = 0, я - ty = 0, 6х - 2у - (3 + *)z = 0,

так что x = iy, z = 2iy и можно взять е2 = (1, — г, 2)т.
В качестве е3 можно взять вектор ег

= е2 = (1, г, 2)т,
так как матрица системы вещественна и собственные
значения Х2, Я3 комплексно сопряженные. Следовательно, все

решения системы имеют вид

(!)-Ц|)+<>•(-!)+*,-(!).
где С) — произвольные комплексные постоянные.
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Найдем все вещественные решения однородной
системы. Имеем

/ 1\ /cost \ / sin г \

еи\ — i\ = sin t J + i I — cos t\
\ 2) \2 cos t) \ 2 sin t )

Обе последние вектор-функции — решения, и всякое

вещественное решение системы имеет вид

(х\ /1\ Г cost \ / sin* \

\s/ \1/ \2cosi/ V 2 sin* у

где Aj — вещественные постоянные.

Найдем частное решение неоднородной системы.

Будем искать его в виде суммы частных решений системы

с правыми частями

/ = (*,0,0)т, g = (0,sin*,0)\

Первое из них возьмем в виде

/,\ Л + VN

[у] = К + V = а + tb.

W \«, + v/

Подставляя в систему, получаем {А — матрица системы)

b = tAb + Aa + tfv /, = (1, О, 0)т,
так что

Аа = &, Л6 = — /1#

Из этих систем находим &, а и частное решение

"-(=9+'(=!)•
Найдем второе частное решение, и притом вещественное.

Характеристическое уравнение имеет корни Х2, s
= ±&

кратности 1, и потому частное решение следует искать

в виде

ах cos t + а2 sin t + t (a3 cos t + a4 sin ?),:

где a;
— постоянные векторы. Чтобы упростить

выкладки, воспользуемся тем, что sint = Imeii. Поэтому решим
вначале систему с правой частью ег f2i /2 = (0212 0) и
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затем возьмем мнимую часть полученного решения.

Частное решение возьмем в виде

у2
= аеи + Ые1\

Подставляя в систему, получаем

ia + itb + Ъ = Аа + tAb + /2,

так что

(Л — Ц) Ь = 0Х (А — Ц) а = — Ъ + U

Матрица А — И вырождена: det(A — ?/)=0, поскольку
K = i — собственное значение матрицы А. Ранг матрицы
А — И равен 2. Поэтому первое уравнение имеет решение
Ъ Ф О, определенное с точностью до числового множителя

а^О. Это число а мы найдем из условия совместности

второй системы.

Система уравнений (А — И) 6 = 0 есть

(4— i)x — у — 2z = 0, лг — гу = 0 (б = (х, у, z)T).
Третье уравнение можно сразу отбросить (ранг матрицы
системы равен 2). Отсюда находим

& = а(?, 1,2)т.
Вторая система уравнений имеет вид (а = (х, у, z)T)

(4 — i)x — у
— 2z = ia, л; — гг/ = a — 1,

бя - 2г/- (3-НЬ = 2a.

Выражая х через у из второго уравнения, получаем
систему

2 (2iy — z) = ia + (4 — i) (1 — a),
(3 + i) (2iy — z) = 6 — 4a.

Поделив первое уравнение на второе, получим уравнение
для а, откуда найдем а= (1 + 2i)/8. Компоненты вектора
а удовлетворяют системе

я=и/ + 1(2*-7), Z = 2iy + ±{1 + Щ.

Это система трех уравнений с двумя неизвестными,

которая имеет бесконечно много решений, так что вектор а

не определяется однозначно. Не следует этому
удивляться. Исходная однородная система имеет решение вида

Се% /21 и потому вектор а определен с точностью до ела-
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гаемого вида С/2. Полагая у =* 0, получаем частное
решение

Вычисляя мнимую часть этой вектор-функции, находим
частное решение

/cost — 2 slat \ /8 cos t — 28 sin t\

У2=тг 2cos'+sin* +4 °
°

\ 4 cos * +2 sin */
°^

\13 cos t + sin t J

Всякое вещественное решение есть сумма решения
однородной системы и найденных выше двух частных решений

У = Уо + Уг + Уг-

§ 9. Фазовая плоскость линейной системы

1. Вещественные корни. Рассмотрим однородную
линейную систему из двух уравнений

dx

~д?
== ailXl + а11х2ч

с постоянными вещественными коэффициентами ajh. Пусть
Xi = (pi(J), x2 = y2(t) — вещественное решение системы (1);
тогда уравнения

#i = q)iW, x2 = q2(t), —oo<t<oo,

определяет кривую на плоскости хи х2. Эта кривая
называется фазовой траекторией системы (1), а картина,

которую образуют фазовые траектории, носит название:

фазовый портрет системы (1). Одна из фазовых траекторий
легко находится: система (1) имеет решение Xi(t) = 0,
x2(t) = 0 и фазовая траектория

— точка (0, 0). Эта точка

называется точкой покоя (или положением равновесия)
системы (1).

Так как система (1) интегрируется, то можно

построить ее фазовый портрет. Пусть Ки К2 — собственные зна-
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чения матрицы А — (a>h) системы (1), т. е. корни

уравнения

| *21 fl22-^l
Коэффициенты этого квадратного уравнения

вещественны; поэтому возможны 2 варианта:
1°. Корни Ки %2 — вещественны.

2°. Корни A,i, Х2 — комплексно сопряженные: X2 = Xi.
Мы рассмотрим
Основной случай. Собственные значения

матрицы А различны и отличны от нуля.

Пусть оба корня Хи Х2 вещественны. Тогда
собственные векторы ev е2 матрицы А можно взять

вещественными, и всякое вещественное решение системы (1) имеет

вид

x(t) = C1ehte1 + C2e4eli (2)

где С\, С2 — постоянные. Векторы ех, е2 образуют базис
на плоскости. Пусть ?ь ?2 — координаты вектора х (t) в

этом базисе, тогда

бх-с/1', Ъ = с/*\ (3)

Достаточно построить фазовые траектории только в

первом квадранте: Ct ^ О, С2^0, так как в силу (3),
фазовый портрет симметричен
относительно координатных осей.

I. Числа %i, К2 одного
знака.

А. А* < О, Х2 < 0.

При d = С2 = 0 получаем
точку покоя (0, 0). Если d > 0,
С2 = 0, то фазовая
траектория

— ось ii, если Ci = 0, С2 >
> 0 — ось |2. Стрелки на

рисунке показывают направление,
в котором движется точка t) с ростом t. Пусть Сх > 0,

С2>0, тогда е
3 -*0 (*-> + оо), е

'
-> оо (?->* — оо), / =

= 1, 2, так что фазовая траектория
—

неограниченная
кривая, входящая в начало координат при t -*- +°° (рис. 7).
Если ^i > Я2, то

lim h = lim e{h~Xj)t = 0Л
f-»+oo bi H+ oo

Pec. 7.
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так что фазовая траектория касается оси |4 в начале

координат (и оси g2, если л-1 <Х2).
Уравнение фазовой траектории можно также записать

в виде

U = Clalt сс = ^ (4)

(для этого достаточно возвести первое из уравнений (3)
в степень Х2, второе

— в степень л4), откуда видно, что

фазовые траектории имеют вид «парабол».
Изображенная на рис. 7 картина называется

устойчивым узлом (устойчивый — потому, что точка х (t)
стремится к точке покоя (0, 0) при t-++°°).

В. Xt > 0, Х2 > 0.

Фазовый портрет системы точно такой же, как и на

рис. 8, только все стрелки направлены от начала

координат. Такая картина называется неустойчивым узлом.
П. Числа Хи Х2 разных

знаков (седло).
Пусть для определенности Xi >

>0, Х2<0. При d = 0, С2>0
к t

имеем ?i = 0, |2 == е
2
-> 0 при

t -*• +оо? а при d > 0, С2 = 0
имеем ?г = 0» ^ -+¦ +оо при ?->+°°.

Полученные 4 луча называются

«усами» седла (еще 2 луча
получаем при Ci = 01 С2<0; Ci<0,
С2 = 0). Если d>0, С2>0, то

|4 -> +00^ ?2 ->- 0 при t -> +<*>, и траектории имеют вид

«гипербол» (рис. 8). Такая картина называется седлом.

2. Комплексные корни. Обозначим Xi = Я, тогда Х2 = %.

Пусть е— собственный вектор матрицы А: Ае = Хе.

Тогда Ае = Хе, т. е. е — собственный вектор, отвечающий X.
Всякое решение системы (1) имеет вид (2), а всякое

вещественное решение
—

вид

x{t) = Ceue + Ceul. (5)

Здесь С — произвольная комплексная постоянная.
Вещественность решения (5) очевидна: каждая компонента

вектора х (t) — сумма двух комплексно сопряженных чисел.

Нетрудно доказать и обратный факт: всякое вещественное
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решение можно записать в виде (5). Положим

X = а + ip, е = Д — if2, С = а + ib,

где числа а, Р, а, Ь и векторы /17 /2 вещественны. Тогда

§! = 2еаЧа cos р? - Ь sin р*),

g2 = 2еа'(Ь cos р* + а sin р*).

I. Центр: а = 0 (оба корня ±i$ чисто мнимые).
В этом случае

It = ро cos (р* + -у), ?2 = ро sin (pi + -у),

где обозначено р0
= 2Уа2 + б2, tg у = Ь/я. Фазовые

траектории—эллипсы (рис. 9). Направление обхода эллипса

зависит от знака р (здесь р>0).

Рис. 9. Рис. 10.

II. Фокус: а =И=0.
A. Устойчивый фокус: а < 0.

Уравнения траекторий имеют вид

Б4 = p0eat cos (р* + f), ?2 = р0еа' sin (р* +¦ у)

и траектории являются спиралями, которые
закручиваются в начало координат при t^- +°° (так как eat -+• 0).

Направление закручивания спирали зависит от знака р
(рис. 10).

B. Неустойчивый фокус: а > 0.
Фазовый портрет системы точно такой же, как и на

рис. 10, но при t-+ +°° точка уходит по спирали на

бесконечность.

Сведем систему (1) к одному уравнению, поделив вто^

рое уравнение на первое. Обозначим x = xh у
= х2; тогда

получим уравнение вида

dy
_

ax + by ,п.

dx ex -J- dy' * '
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и пусть ad—ЬсФ 0. Если в некоторой точке отличен от

нуля знаменатель (числитель) дроби из правой части

уравнения (6), то через эту точку проходит единственная

интегральная кривая вида у = у(х) (соответственно, а: =

= х(у)). Точка (0, 0) является особой (подробнее см.

гл. 2, § 10). Таким образом, выше мы исследовали

структуру интегральных кривых уравнения (6) в окрестности
особой точки.

3. Уравнение второго порядка. Рассмотрим линейное

уравнение
х + ах+ Ьх = 0 (7)

с постоянными вещественными коэффициентами а, Ь.

Сведем его к системе

я = *Л У
= —bx — ау. (8)

Фазовые траектории системы (8) называются фазовыми
траекториями уравнения (7), которые изображаются на

плоскости (х, х). Характеристические уравнения системы

(8) и уравнения (7) совпадают: А,2 + аХ+ Ъ = 0, и потому
все фазовые портреты для уравнения (7) такие же, как

и для системы из двух уравнений.

§ 10. Линейные системы

с постоянными коэффициентами. Случай
кратных корней

1. Жорданова нормальная форма матрицы. В § 8
были найдены все решения однородной линейной системы

с постоянными коэффициентами в случае, когда матрица
системы А имела различные собственные значения.

Такие матрицы приводятся к диагональному виду, и этот

факт сыграл основную роль при интегрировании системы.

Если же матрица А имеет кратное собственное значение,
то ее не всегда можно привести к диагональному виду.

Пример. Матрицу

'-(! о)
нельзя привести к диагональному виду (ее собственные
значения равны ki = X2 = 0). Действительно, допустим
противное; тогда существует (2 X 2)-матрица Т такая,
что Т~*АТ = Л — диагональная матрица. Матрица Л —
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нулевая, так как ее диагональные элементы равны
собственным значениям матрицы А. Поэтому Т'^АТ = 0, так

что А = 0, и мы пришли к противоречию.

Простейшая форма, к которой приводится
произвольная квадратная матрица, есть так называемая жордапова
нормальная форма, к описанию которой мы приступаем.

Матрица вида

J~\ XI (1)

называется жордановым блоком. Эта матрица имеет

единственное собственное значение % кратности /с, где к —

порядок матрицы /. Найдем ее собственные векторы,

решив систему Jx = fkx1 т. е.

A#i i Х%
^ ЛЯ?1, КХч ~г Х$ = hXz) . .

., КХп ^ КХп»

Отсюда следует, что х2 = х3 = ...
= хп = 0, Xi

— любое,
т. е. матрица / имеет единственный (с точностью до

множителя) собственный вектор f1 = (1, 0, ..., 0) (все
векторы-столбцы). На остальные базисные векторы: /2 =
= (0,1,0 0), /з = (0, 0, 1, 0, ...,0), ... матрица J

действует так:

Jfi = ^/i, Jfz = V2 + /11 • • •
i Jfh = Wk + fh-V

Определение. Набор векторов {ev ...,eh} пазы-

вается жордановой цепочкой матрицы А, если

Аех = %ev Ае2 = Хе2 + ev ..., Aek = %eh + ek_v (2)

Вектор e1 — собственный, векторы е2, ..., ek
называются присоединенными. Векторы /1} ...,Д образуют
жорданову цепочку жорданова блока /.

Теорема о приведении матрицы к

жордановой нормальной форме. Для любой
матрицы А существует матрица Т такая, что

T^AT^J^l J*
. ). ф)
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Здесь /1? /2, ..., J8 — жордановы блоки порядков kt1 k2l ..., ks:

Ч "¦:¦.¦¦¦¦
\0 xfc/

Ai + &2 +. . .+ /С, = П,

и Xh — собственные значения матрицы А,

Матрица, стоящая в правой части равенства (3),
называется нормальной жордановой формой матрицы А. Жор-
дановы блоки выстроены вдоль главной диагонали.

Нормальная жорданова форма матрицы А

определяется единственным образом, с точностью до перестановки

жордановых блоков.

Доказательство см. в [40, 41]. Приведем другую

формулировку этой теоремы.

Теорема. Пусть А — произвольная квадратная
матрица порядка п. Тогда существует базис, состоящий из

жордановых цепочек

[ev ..., Gfcjj {eAl+i, .. .i^+fcji- • •i{efc1+...+ft*_1+ii • • *ien}'

Эти цепочки отвечают собственным значениям

^i, Я2, ..., Я, матрицы А; действие матрицы А на векторы
цепочки описывается формулой (2).

Возникает естественный вопрос. Дана матрица А; как

найти ее жорданову нормальную форму? Например, если

дана матрица порядка 3 X 3 и известно, что она имеет

единственное (собственное) значение К кратности 3, то

ее жорданова нормальная форма может иметь один из

трех видов:

X О 0\ А 1 0\ А 1 0\

о х о 1 о X О L О Я 1 К
о о %) \о о v \о о ху

Какой же именно? Ответ на этот вопрос известен:

читатель может найти его в [40].
В гл. 4 нам понадобится следующий результат.
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Теорема о приведении матрицы к почти

диагональному виду. Всякую (п X п)-матрицу А

можно привести к почти диагональному виду, т. е.

существует матрица Т такая, что

Т~1АТ = А + Вг. (4)

Здесь А — диагональная матрица, элементами которой
являются (все) собственные значения матрицы А, а для

элементов bjh матрицы Ве имеет место оценка |Ь#|<е,
где е > 0 может быть выбрано сколь угодно малым.

Доказательство. Выберем матрицу Р такую, что

//.

Р~гАР = JA ,

где / — нормальная жорданова форма матрицы А.

Рассмотрим жорданов блок

л, 1 О

.0 К

Пусть

О

где а, Ф 0, к — порядок матрицы /а. Тогда

гк 4U

к
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Положим а2ахг = а.а^1 = .. .
= акааь*-1 = &± тогда

п о\ /°.6. 0N

Vo V [о е

Рассмотрим матрицу

\ 0 л,/

Тогда, по правилу умножения блочных матриц,

V о Vw

где Л
— диагональная матрица с элементами %» а

д=

bi i+4
= 8 или &j, ,-+i

= 0. В качестве Т возьмем матрицу
Т = PR. Тогда

Т~*АТ = R-i(P~iAP)R = R~lJAR = Л + Ве.

Теорема доказана.
2. Интегрирование системы. Рассмотрим систему из п

уравнений:

где Л — постоянная матрица. Эта система полностью

интегрируется. Рассмотрим вначале систему из к уравнений

где J— жорданов блок вида (1). В покомпонентной
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записи эта система имеет вид

dz
— = U1 + z2l

dz2
— =Xz2 + z3l

dx

dz

dx

^zh
— = kzh.

Решим эту систему «снизу вверх». Имеем zh = Che%x.

Далее, Zh-i — A,Zfc_i = Che х, так что, в силу теоремы 1, § 4,

Аналогично получаем

4-2 = [Ck-2 + хСъ-г + ^ Cfc) е**х

'i-[Ci + C>?+Ct?+...+ChJ^)e*.
Следовательно, всякое решение системы (6) дается

формулой

где Си С2, ..., Ch — произвольные постоянные, а
решения z^ имеют вид

...,,<» = в*(вл + ?вл_1+...+_^±1в1). (7)

Все решения системы (5) строятся следующим
образом.

1°. По каждой жордановой цепочке {ег, ..., ek}
матрицы А строится набор решений у(1\ ,,.j#(ft) по

формуле (7).
2°. Решение системы (5) есть линейная комбинация

всех построенных решений с произвольными
постоянными коэффициентами.
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Наметим доказательство этого факта. После
подстановки у

= Tz, где матрица Т приводит матрицу А к жор-

дановой нормальной форме, система (5) принимает вид

dz
~dx

"

Эта система распадается на s отдельных подсистем

dz1
__

г х
dz8

_ т
s

где z} есть вектор-столбец высоты kh а каждая из этих

подсистем интегрируется так же, как и система (6).

Пример. Рассмотрим систему

Ух = 2ух + г/2, у2 = —ух + 4у2.

Собственные значения матрицы А этой системы равны

^i = Я2 = 3. Собственный вектор определяется из системы

Ау = Ъу, т. е.

2#i + у* = Зуи -г/2 + 4г/2 = 3z/2,

откуда следует, что yi = у2 и собственный вектор только

один (с точностью до множителя): ех = (1,1). Поэтому
имеется присоединенный вектор е2, который
определяется из системы Ае2 = Зе2 + е±- Для компонент уи у2

вектора е2 получаем систему

У*
-

Vi = 1, У2~У1
= 1,

и вектор е2 можно взять в виде (0, 1). По формуле (7)
строим решения

^(1) = ^(J), г/<2> = е3*[(5)+я(5)],
ние системы имеет вид

f-^ND+^Ui)].
и всякое решение системы имеет вид

или, в покомпонентной записи,

У1
= егЛС, + Сгх), у = еЧС, + (х + 1)С%).

Здесь Си Сг — произвольные постоянные.

Сделаем еще несколько замечаний о системах вида

(5), в случае кратных сооственных значении матрицы А.
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Пусть Я/i, ..., Ks — все различные собственные значения

кратностей пги ..., ms. Всякое решение системы (5)
имеет вид

и^Р1{х)е^х + ... +Ps(x)e^x. (8)

Здесь Pj (х) есть вектор-функция, компоненты

которой— многочлены от х степени не выше чем rrij—l. Это
следует из того, что длина жордановой цепочки,

отвечающей собственному значению Xh не может быть больше

чем т} (а может быть только короче, так одному и тому

же собственному значению может отвечать несколько

жордановых цепочек). Как видно из формулы (7),
соответствующие решения имеют вид Pj (х) е *

, где

компоненты вектор-функции Pj {х) — многочлены степени не

выше, чем длина жордановой цепочки минус единица.

Случай кратных корней значительно сложнее случая

простых корней, но, по счастью, кратные корни
—

исключения, а не правило. Поясним это на примере (2 X 2)-

матрицы А с вещественными элементами. Ее

характеристическое уравнение имеет вид

Xz + aX + b = 0,

где а, Ъ — вещественные постоянные. На плоскости

параметров (а, Ъ) каждому такому уравнению отвечает точка,
а уравнениям, корни которых совпадают, отвечает

парабола а2, = 46. Ясно, что точку (а0, Ь0) можно сдвинуть

с параболы за счет сколь угодно малого изменения чисел

Ka0l bo) (или что то же, за счет сколь угодно малого

изменения элементов матрицы А). Полученная матрица уже
будет иметь простые собственные значения.

С точки зрения вычислительной, приведение матрицы
к жордановой нормальной форме есть неустойчивая
операция. Действительно, на ЭВМ можно найти собственные
значения только с вполне определенной точностью.

Поэтому можно утверждать с уверенностью лишь то, что два

собственных значения различны, если у них не

совпадают некоторые десятичные знаки. Проверить же, что они

равны, нельзя, и потому очень близкие собственные

значения воспринимаются ЭВМ как равные. В силу этого,
в случаях, когда имеются очень близкие (возможно,
равные) собственные значения, матрицу приводят не к жор-
даножщ нормальной форме, а к какой-либо иной

(например, к треугольной)в
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§ 11. Операционное исчисление

Операционное исчисление — один из наиболее

экономичных методов интегрирования линейных

дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами и

пользуется большой популярностью у инженеров. Этот

метод был предложен известным американским
электротехником и физиком Хевисайдом. «Сначала этот

символический метод был предложен без строгого обоснования:

Хевисайд выражал даже некоторое пренебрежение к

опасениям профессиональных математиков. Но

поразительный успех метода Хевисайда заставил объяснить его

с математической точки зрения, что привело к полному

оправданию и дальнейшему развитию символических

методов» [31].
Приведем современный вариант этого метода.

Оригиналами будем называть функции fix) такие, что:

1. f(x) непрерывна при х>0, за исключением, быть

может, конечного числа точек, fix) = О при х < 0.

2. \fix)\ ^Меах при х>0.

Постоянные М, а — свои для каждой функции.
Преобразованием Лапласа функций fix) называется

функция
00

F(p) = $e-pxf(x)dx. (1)
О

Функцию Fip) будем называть изображением
функции fix) и будем записывать это так:

f(x) = F(p).

Покажем, что интеграл (1) сходится при комплексных

р в полуплоскости Re р > а, где а указано в условии 2.
Имеем

I °°

—рх t

) e~pxf(x)dx
о

|<Л/J e(a-Rep)xdx<oo1
О

так как а — Re р < 0. Можно показать, что в

полуплоскости Re р > а функция Fip) бесконечно
дифференцируема.

Выведем основные формулы операционного
исчисления. При их выводе предполагается, что все

рассматриваемые функции принадлежат классу оригиналов. Кроме
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того, параметр р выбирается настолько большим, чтобы
все внеинтегральные подстановки при х = +°°

обращались в нуль (например, e~pxf(x)\x=00 = 0 и т. д.).
1°. Линейность преобразования Лапласа.

Если

f(z) = F(p), g(x) = G(p)

иа, р- постоянные, то

*f(x) + fe(x) = <zF(p) + $G(p).

Доказательство следует из линейности интеграла.
2°. Изображение производных

fn) (х) = pnF (р) - pn-'f (0)-...- р/""2) 0 - /(я-« (0). (2)

Пусть п = 1, тогда

оо

/'(*) = j e-pxf'(x)dx = pF(P)-f(0).
о

Применим индукцию. Пусть формула (2) доказана для
п. Обозначим g(x) = /(n)0r), тогда

fn+1)(*) = g'(x) = pG(P)-g(0) =

= Р (pnF (?) - Р4'1} (0) - ...

- f~x) (0)) - fn) (0),
так что формула (2) доказана для п + 1.

3°. Теорема запаздывания. Для любого а>0

f(x-a) = e-paF(p). (3)

Действительно, так как fix — а) = 0 при х < а, то,

делая замену переменной х — а = ?, получаем
оо

/(ж —а) = J f{x — a)e'pxdx =
о

оо

= j /(*)*-*("+*><? = e'paF(p).
о

По существу уже этих трех формул вполне

достаточно для того, чтобы решить задачу Коши для линейного

дифференциального уравнения с постоянными

коэффициентами. Формула (2) — основная: она показывает, что

дифференцированию оригиналов отвечает умножение изо-
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бражений на /?, т. е. дифференциальная операция -^

переходит в алгебраическую операцию — умножение на р.
Это свойство преобразования Лапласа позволяет сводить

решение линейных дифференциальных уравнений с

постоянными коэффициентами к решению алгебраических
уравнений. Рассмотрим задачу Коши:

yw + aiy{n'l) + ... + апу = fix),

1/(0) = ye, »Ч0) =»i,..., у{п-Ч0) = Уп-и

где аи ..., ап — постоянные. Обозначим

y(x) = Y(p), f(x) = F(p).

Применяя преобразование Лапласа к уравнению (4) и

используя свойства 1°, 2°, получаем

(pnY(p)-pn-iyo-...-yn-i) +

+ aSpn-'Y(p) - pn-2yQ - ...

- уп-2) + ... + anY(p) = F(p),
или

A(p)Y(p) + B(p)=F(p),

где A(p), B(p) — многочлены. Отсюда

Если теперь по Y(p) найти у(х), то задача Коши будет
решена. Остается, конечно, вопрос: как восстановить

оригинал по изображению? Ответ на этот вопрос
известен: имеется формула обращения для преобразования
Лапласа, а именно

b+ioo

/<*>-53 J fFMdp.
b—ioo

Интеграл берется по прямой Rep = b (см. [33]).

При практическом применении операционного
исчисления резко приходится пользоваться этой формулой —
обычно используются готовые таблицы оригиналов и

изображений. Чтобы сознательно пользоваться ими,

необходимо знать, что справедлива
Теорема единственности. Оригинал по

изображению восстанавливается единственным образом,
с точностью до значений в точках разрыва.
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Составим небольшую таблицу, которой вполне

достаточно для того, чтобы решить задачу Коши для
уравнения вида (4) с правой частью — квазимногочленом.

Пусть п ^ 0 целое, тогда
оо

а*е-**= f e-ip+X)xxndx = ^
" J fp + A

и

Из этой формулы, используя также формулы cos х =

1 . 1
==

~2 (eix + e~ix), sin х =
тр (е1* — е~**), получаем таблицу:

Оригинал

1

X

rJfba—Хх
х е

Изображение

1

п\

рп+1
1

и!

(р + Я)п+1 1

Оригинал

cos cos

sin сох

х cos сод;

a: sin соя

Изображение

Р

со

2 2
р
— СО

(/ + "2)2
2рсо

(р2+<»2)2

Пример 1. Решим задачу Коши

*/"+*/ = !, у(0) = 0, 040) = 0.

Делая преобразование Лапласа, получаем (p2+l)Y(p)
-• р~ , так что

Г(Р) =
Р (р2 +1)

Этой функции нет в таблице, но в'спомним о том, что

рациональную функцию можно разложить на

простейшие дроби:

^>=7-?Т7-
По таблице находим

у(х) = 1 — cos#.

Вернемся к задаче Коши (4). Если правая часть

уравнения есть квазимногочлен, то, как видно из табли-
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цы, ее изображение Fip) есть рациональная функция.
Поэтому изображение решения Y(p) есть рациональная

функция, что следует из формулы (5). Разложив эту

функцию на простейшие дроби и воспользовавшись

таблицей, можно решить задачу Коши (4).

Пример 2. Решим задачу Коши

у"+ (о*0у = A cos ах; г/ (0) = 0, у'(0) = 0.

Здесь соо > 0, со > 0, А Ф 0 — постоянные. Переходя к

изображениям, получаем

Ар
Y(P) =

(р2 + ^)(р2 + *2)

Здесь приходится различать два случая. Пусть «в Ф а>0

(нерезонансный случай— см. § 7, пример 1). Тоща

и по таблице находим

У ix) = -~5 \ (cos ш ~~ cos ®ъх)*

Если со = соо, то Y (р) = Ар/(р2 + со2)2, и по таблице
находим

У(х) = 2^ sin ®ох'

В рассмотренных выше примерах задача Коши была

поставлена при х = CL_K этому случаю можно свести

задачу Коши при х = а:

У (а) = Уо, у'(а) = Уи ..., */(гг_1)(а) = уп-2

для уравнения (4), если сделать замену переменной
х — а = х и положить у(х) =у(х). Тогда получим задачу
Коши:

у{п) + aiy{n-l) + ... + any = f(x + а),

»(0) = г/о, Г (0) = »!,..., rn_1)(0) = yn-it

Точно так же операционное исчисление применяется
к системам линейных дифференциальных уравнений с

постоянными коэффициентами. Рассмотрим задачу Коши
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для системы из п уравнений

g-Лу = /(*), у(0) = у«. (6)

Здесь А есть постоянная Ы X 7г)-матрица, / (х) вектор-
функция с п компонентами и у0 — постоянный д-вектор.

Изображение вектор-функции (т. е. ее преобразование
Лапласа) снова вводится по формуле (1), и свойства

1°—3° полностью сохраняются.

Переходя к изображениям в задаче (6), получаем

(pI-A)Y(p) = i,» + F(p), (7)

где Y(p), F (р)—изображепия вектор-функций у (х), f (х).
Отсюда находим изображение

r(p) = (p/-,4)-V + F(p))

и затем с помощью таблиц восстанавливаем оригинал.

При практическом применении этого метода удобнее не

вычислять обратную матрицу (pi — А)~\ а

непосредственно решать систему линейных алгебраических уравнений
(7), например, методом исключения.

§ 12. Линейные разностные уравнения

Пусть имеется последовательность уи г/2, ..., Уп, ...,

члены которой связаны соотношениями

Уп
= сцУп-i + <*>2Уп-г + ... + акуп-к, п>к+1, (1)

где аи а2, .,., ah
—

заданные числа, ah ?= 0. Такие

последовательности называются рекуррентными (или

возвратными), а соотношение (1) называется однородным
линейным разностным уравнением порядка к. Более точно, его

называют разностным уравнением с постоянными

коэффициентами. Свойства уравнения (1) полностью

аналогичны свойствам линейного дифференциального
уравнения порядка к с постоянными коэффициентами:

zw = alZ<*-i> + a2z{k~2) + ... + ahz. (2)

В частности, справедлив принцип суперпозиции: если

последовательности {уп} и \zn} удовлетворяют уравнению

(1), то ему же удовлетворяет последовательность

{ayn+$zn), где а, (1 — произвольные постоянные.

Ясно, что задав первые к членов уи y2l ..., yh, по

формуле (1) можно последовательно найти yh+i1 yh+z, ...
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Решим уравнение (1). Будем искать частное решение

в виде

уп
= Хп, (3)

где Х?=0— неизвестное число. Подставляя в (1) и

сокращая на Xn~h, получаем уравнение

Xh = аД*-1 + ... + ак, (4)

которое называется характеристическим. Тем самым

доказано, что если X — корень характеристического

уравнения, то последовательность уп
= Хп есть решение

разностного уравнения (1).

Пусть корни Хи Х2, ..., К характеристического
уравнения различны, тогда последовательность

Уп
= C±Xi + С2Х2 + ... + ChXkj (5)

где СА, С24 ..., Ch — произвольные постоянные, будет
решением уравнения (1). Более того, все решения этого

уравнения даются формулой (5) (см. [19, 43]). Теперь
аналогия между разностным уравнением (1) и

дифференциальным уравнением (2) становится очевидной
(сравните (5) и теорему 1, § 5). Все решения уравнения (1)
можно найти и в том случае, если характеристическое

уравнение имеет кратные корни.

Пример 1. Найдем п-ж член последовательности

Фибоначчи

Уп+г = Уп+i + Уп, Hi
= 1, Уг = 1.

Характеристическое уравнение есть Х2 = Х+1, его корни

равны Xi 2
= (1 ± У5)/2, так что

Полагая п = 1, 2, находим d, С2, и последовательность
имеет вид

Пример 2. Найдем коэффициенты ряда Тейлора
оо

i + x + x ^0
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Выведем рекуррентные соотношения для коэффициентов
ап из тождества

оо

1 = (1 + х + х2) 2 апхп =
71=0

оо

= я0 + (ао + ai) х + 2 (fln + CLn-1 + Яп-2) х\
п=2

откуда находим
ап + an-i + ап-2 = 0

при гс>2 и а0
= 1, «! = —1. Положим a_2 = #-i = 0;

тогда рекуррентное соотношение будет выполняться

при всех п > 0. Из характеристического уравнения
?i2 + Я + 1 = 0 находим

^1,2 — ~2 V—

Следовательно,

2Я

л . -л/"о\ 2я
,

. . 2я ±г з
1 ± г У о) = cos -g- =h & sm"Q- = e

. 2ЯП . 2ЛП

Полагая n = 0, 1, получаем

Ч yg* , 4 yg* ,

так что

а

.
Г

ij(2n-l) -i| (2П-1)

==":71sin(2^"1)T-
Линейные разностные уравнения возникают,

например, при численном интегрировании обыкновенных

дифференциальных уравнений.
Рассмотрим простейшее уравнение

у'(х) + ау(х) = 0, (6)

где а — постоянная, с начальными данными г/(0) = 1. Это

решение равно у = е~ах. Зададим число h > 0, и заменим

у (х + h) — у (х)
производную приближенно отношением ^ ,

считая шаг h достаточно малым. Тогда получим вместо

(6) уравнение

у(х + Ю = (1 — ha)y(x).
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Положим y(nh) =уп, 71 = 0, 1, 2, ..., тогда получим
разностное уравнение первого порядка:

Уп+1 = (l — ha)yn; */o = l,

так что yh= (I — ha)h. Рассмотрим уравнение (6) на

отрезке [0, 1] и возьмем шаг h = 1/п. Тогда получим

^ = 2/(1) = (1_л)п.
Поэтому у(1) стремится к е~а при тг->°°, т. е. к

значению точного решения. Если коэффициент а зависит от х1

то мы получим разностное уравнение с переменным

коэффициентом:
уп+1 = (l-han)yn,

где ап — а{пЮ. При аппроксимации дифференциальных
уравнений возникают также разностные уравнения
более высоких порядков [19, 43].



ГЛАВА 2

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ

§ 1. Основная теорема

1. Формулировка. В этой главе независимое

переменное есть t (оно играет роль времени), неизвестные

функции обозначаются яД*), ..., xn{t). Все функции и вектор-

функции принимают вещественные значения.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений:
dx

~~jj
= /l \fi %!-, %2i • • •

i %n)i

dx2
~fa
= /2 (*» #1? #2» • • •

? %n)i

dx,
~JT

—

in \}") %ц %2i • • •
j #n/«dt

Мы будем использовать векторные обозначения.

Введем вектор-функции

VH fft.*u|M^i-
^я(0/ Vn(*» *!••

Тогда система запишется в виде

Это общий вид системы первого порядка в нормальной

форме ( т. е. разрешенной относительно -^ ).

Задачей Коши (или задачей с начальными данными)
называется следующая задача: найти решение x(t)
системы (1) такое, что

x(t0) = x\ (2)



§1] ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА 89

где t0 — заданное число, х° = (#?, ..., Хп) — заданный
вектор. Решением системы (1) называется

вектор-функция x=q>(t), которая определена и непрерывно

дифференцируема на некотором интервале Ui, t2) и

удовлетворяет системе.

Пусть х = ф (t) —решение системы (1), определенное

при t^I=(tt, t2). Интегральной кривой системы (1)
называется кривая x = (p(t), t = t; t^I в Ы+ 1)-мерном
пространстве йГ,*1 с координатами (t, хи ..., хп).
Геометрическая интерпретация задачи Коши такова: требу-
ется найти интегральную кривую системы (1),
проходящую через заданную точку (t0, х°) е Rn \

Вектор (фД^о), ..., Фп(^о), 1) касается интегральной

кривой х = ф(?), t = t, в точке х = ф (tQ), t = t0. В силу (1)

этот вектор равен вектору (fi(t0, ф(?0)), ..., fnlt0l ф(?0)), 1).
Пусть вектор-функция / (t, х) определена в области

G a Rn+1. Построив в каждой точке (t, х) ^G вектор

(/i (t, #)>..•> /п (ч %), 1)> получим в области G векторное
поле. Интегральные кривые системы (1) принадлежат
этому полю, т. е. касаются векторов этого поля в каждой
точке, и обратно, всякая непрерывно дифференцируемая
кривая х =ф (t), t = t, принадлежащая данному
векторному полю, является интегральной кривой системы (1).
Такова геометрическая интерпретация системы (1).

Сформулируем основную теорему теории
обыкновенных дифференциальпых уравнений.

Теорема существования и

единственности. Пусть G — область в пространстве йп+1 (с
координатами t, хи ..., хп), вектор-функция f(t,x) и ее про-

df. (t, х)
изводные

—^ A^h 7^wj определены и непрерывны

в области G. Рассмотрим задачу Коши (1), (2), где

(t0, х°) е G. Тогда

1°. Решение задачи Коши существует на некотором
интервале (t0 — 8, t0 + 8).

2°. Решение задачи Коши единственно, т. е. если

имеется два решения ф(?), ty(t) задачи (1), (2), то (pit) =
= ty(t) в некоторой окрестности точки t0.

Геометрическая интерпретация основной теоремы
такова: в условиях теоремы через каждую точку
области G проходит интегральная кривая, и притом только

одна,
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Для доказательства этой теоремы сведем систему

дифференциальных уравнений (1) к системе интегральных

уравнений.
Лемма 1. Задача Коши (1), (2) эквивалентна

системе интегральных уравнений

х(t) = х° + j /(7, х(7))dt. (3)
'о

Именно: 1) всякое решение задачи (1), (2) удовлетворяет
уравнению (3); 2) всякое непрерывное на некотором

интервале (t0 — б, t0 + б) решение уравнения (3) является

решением задачи (1), (2).
Доказательство. Пусть х(t) — решение задачи

Коши (1), (2), определенное на интервале I=(t0 — б,
?0 + б), и пусть t лежит на этом интервале. Интегрируя
обе части (1) от t0 до t и учитывая (2), получаем (3).

Пусть х (t) — непрерывное на интервале / решение
уравнения (3). Тогда х (t0) = ж0, так что (2) выполнено.

Далее, так как вектор-функции / и х непрерывны, то

вектор-функция w(t) = /(t, х(t)) непрерывна при t^7,
t

и потому вектор-функция J w{t)dt дифференцируема
'о

при t ^ 7. Следовательно, вектор-функция х (t)
дифференцируема при t ^ /. Дифференцируя обе части равенства

(3), получаем, что x(t) удовлетворяет системе (1).

Уравнение (3) запишем в операторной форме:

z[t)-A{x(t)). (4)

Здесь А — оператор
t

A(x(t)) = x° + \f(t,x(i))di. (5)
h

Сформулируем определение оператора.
Пусть каждой функции x(t) из некоторого множества

функций М поставлена в соответствие некоторая
функция y(t). Тогда мы говорим, что задан оператор 4,

переводящий функцию x(t) в функцию y(t).
Будем записывать это в виде y(t)=A(x(t)) или

A: x(t) -> y(t) (читается: А переводит x(t) в у it)).

Это определение дословно переносится на тот случай,
когда х {t)x у (t) — вектор-функции.
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Приведем примеры операторов.
1. Оператор умножения на функцию:

A(x(t))=a(t)xit).

Здесь a(t) — заданная непрерывная на отрезке [а, Ъ\
функция.

2. Оператор дифференцирования:
АШ))=х'Ш.

3. Оператор интегрирования:
t

A(x(t)) = $x(?)di.
а

В примерах 1, 3 функция хШ непрерывна, а в

примере 2— дифференцируема на отрезке /=[а, Ъ\.
4. Оператор A(x(t)), действующий по формуле (5).

Здесь х (t) — непрерывная на некотором интервале /

вектор-функция такая, что все точки (/, х(t)) при t^I

лежат в области определения вектор-функции /(?, х).
Как и в случае обычных функций, вводятся понятия:

область определения и область значений оператора.
Понятие оператора является естественным

обобщением понятия функции. Именно,
функция: число -»•

число,

оператор: функция -> функцию, вектор-функция ->-

-> вектор-функцию.
Оба эти понятия — частный случай понятия

«отображение», напомним его.

Пусть даны два произвольных множества X, У. Мы
скажем, что задано отображение множества X в

множество У, если каждому элементу х^Х поставлен в

соответствие некоторый элемент у еУ, Для функции X и

У — множества чисел, для оператора X и У — множества

функция (или вектор-фупкций).
Доказательство основной теоремы будет проведено в

§ 5 с помощью припципа сжатых отображений, что

потребует введения ряда новых понятий и дополнительных

фактов из анализа (§§ 2—4). Здесь мы ограничимся
случаем одного уравнепия.

2. Доказательство основной теоремы при п = 1. Рас^

смотрим задачу Коши для одного уравнения:
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Заменим ее эквивалентным интегральным уравнением

t

x(t)=x0 + lf(t,x(7))dt^A(x(t)). (6)

Применим метод последовательных приближений.
Положим

x0(t)=x0, Xi(t) = A(xQ(t)), ..., xn(t) =A(xn-t(t)), ...

Последовательные приближения имеют вид

t

хо (*) = ^о> *i W = Ч + J / С*, ^о ( **)) <*?,...

.-, xn(t) =х0 + j /(7, Жп-хС?))^. (7)
«в

Пример. Задача Коши

х-х = 0, я(0) = 1

имеет решение x(t) = e*. Эта задача эквивалентна

интегральному уравнению

t

x(t) = l + \x(l)dt.
о

Вычислим последовательные приближения:

x0(t) = 1,
t

х± (t) = 1 + j d7 = 1 + t,
о

t

*a(*) = l + J(l+7)d? = 1+ * + -?,
о

Мы видим, что последовательные приближения — это

отрезки ряда Тейлора функции е\ так что последователь-
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ные приближения хпШ равномерно сходятся к решению
на любом конечном отрезке.

Докажем, что последовательность {xn(t)} равномерно
сходится к некоторой функ- х.

ции x(t) на отрезке 1=и0 — б,
t0 + б], если 6 > 0 достаточно
мало. Пусть П —
прямоугольник \t — ?0I<#, \х — Zoloft,
лежащий внутри области G,
иПй — меньший прямоугольник
U-*ol <б^а, \х-х0\ <Ь
(рис. 11).

Обозначим Рис. И.

df (t, х)
дхК0= max |/(?, #)|, Ki= иаах

(t,x)=u (f ,х)еп i

Пусть М — множество всех непрерывных при t^l

функций x(t), графики которых лежат в прямоугольнике Пв,
т. е. Ix(t) — xQ I ^6 при t^I.

Iе. Если &<Ь/К0 и iMef, то A(x(t))€=M.
Действительно, функция A(x(t)) непрерывна при t^I и

ИИ*))-*01 = J f(i,x(i))di :k0s.

2°. Пусть функции яШ, y(t) е!и8< min (Ь/К0, q/Ю,
где 0 < q < 1. Тогда

шах | Л (^ (*)) -А (у (t)) |< g max | х (t) - у (t) \. (8)

Имеем
f

|4(ж(0)-4(у(«))| =

1(*(7)-у(7))?(*;е(?))Л <
(мы примепили формулу конечных приращений Лагран-
жа; точка 9(f) лежит на интервале (xii), г/Ш))

t

J l*(')-H')l|?fte(?))l(ff <

откуда следует (8).

<Я1втах|ж(^-у(*)|,
(SI
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Рассмотрим ряд

x(t) = xQ(t) + (Xi(t) - х0Ш) + (x2(t) - xdt)) + ...

...+ (xnit)-zn-i(t)) + ... (9)

Его частичные суммы равпы x0(t), Xiit), ..., xn(t), так

что сходимость этого ряда эквивалентна сходимости по-

следовательности {хпШ). Имеем в силу 1°, 2°

l*i(*)-*ol<&, 1М9-М01Ч4(МО-^(*о(0)|<

^ q max | х± (t) — х0 (t) | ^ qb3

и докажем по индукции, что при п > 1

max | #n (J) — гп-! (0 | ^ bqn.
tei (10)

При и = 1 это неравенство доказано, совершим переход
по индукции от п к га+1. Используя неравенства (8),
(10), получаем

хп+1 (t) -xn(t)\ = \A (хп (t)) - А (Хп-г (*)) I <

< q max | хп (t) — хп^г (t) | < bqn+i

и (10) доказано. Ряд (9) равномерно сходится на отрезке
I (по признаку Вейерштрасса), так как модули членов

ряда не превосходят членов убывающей геометрической
прогрессии со знаменателем q, 0 < q < 1 — см. (10).

Итак, последовательность xn(t) равномерно сходится
к функции x(t) на отрезке /, и предельная функция
непрерывна при t^I. Поэтому в соотношении

t

хп (t)=x0+ J /(I, tfn-x (7)) dt

можно перейти к пределу под знаком интеграла, так что

предельная функция x(t) удовлетворяет интегральному
уравнению (6). Тем самым доказано существование

решения задачи Коши.

Докажем единственность. Допустим, что интегральное
уравнение (6) имеет два решения xit), yit),
определенные при t^I, тогда

x(t)-y(t)=A(x(t))-A(y(t)).
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Применяя оценку (8), получаем

О < max | х (t) — у (t) |< q max \x(t) — y (t) |.

Так как 0<g<l, то max|a;(*) — у (t)\ = 0, и поэтому

x(t) = y(t), t^L

3. Теорема Коши, Пусть z = x + iy — комплексное

переменное; здесь x, у — вещественные числа, i — мнимая

единица. Рассмотрим задачу Коши

g = /(z, w), ™{z0) = wo (11)

для одного уравнения, где w(z) — комплекснозначная

функция. Функция w(z) называется аналитической в

точке z0, если она разлагается в степенной ряд

w (z)=^wn(z-z0Y, (12)

сходящийся в некоторой окрестности этой точки.

Аналитическая в точке z0 функция аналитична в некотором
круге вида \z — z0\ <г. Функция двух комплексных

переменных /(z, w) называется аналитической в точке (z0, w0),
если она разлагается в двойной степенной ряд

оо оо

/ («, W) = S 2 fnm (Z - Z0)« (W - W0)**t (13)
n=o m=0

сходящийся в некоторой окрестности точки (z0, w0).
Теорема Коши. Пусть функция f(z, w)

аналитична в точке (z0, w0). Тогда задача Коши (11) имеет

решение w(z), аналитическое в точке z0, и такое решение
единственно.

Это решение строится так. Будем искать w(z) в виде

ряда (12) с неопределенными коэффициентами wn.

Коэффициент Wo находится из данных Коши: w(z0) = w0.

Подставим ряд (12) в ряд (13), тогда получим ряд по

степеням z — z0i п уравнение (И) примет вид

Щ + 2w2 (z — z0) + Зн?з (z — z0)2 + ...
=

= /оо + (/ю + foiwi) (z - h) +

+ (/0l^2 + /20 + /ll^i + /o2^l) (* — *о)* + . . .

Степенные ряды равны тогда и только тогда, когда
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равны коэффициенты при всех степенях z — zQ, так что

Щ = /оо. 2w>2 = /ю + /oi^i»

Зн?з = /oi^2 + /20 + fllWl + /o2^Ji - • •

Из этих соотношений можно последовательно найти

коэффициенты wu w2l ...; так как коэффициенты
определяются однозначно, то тем самым доказана единственность

аналитического решения. Доказательство сходимости

построенного таким способом ряда для w(z) см. в [40].
Аналогичная теорема справедлива и для системы из

п уравнений:

^ = / (z, w), w (z0) = w\ (14)

Требуется, чтобы все компоненты /3-(я, юи ..., wn),
l^j^n, вектор-функции /(z, w) были аналитичны

в точке (z0, и>°ъ ..., wn). Тогда задача Коши (14) имеет

решение w (z), все компоненты которого аналитичны в

точке zQ и такое решение единственно.

§ 2. Линейные нормированные пространства

Коротко напомним понятие линейного пространства В,
которые мы считаем известным из курса линейной

алгебры. Множество В называется линейным пространством,
если для любых его элементов я, у определена сумма

(х + у) ^ В и для любого х е В и вещественного (или
комплексного) числа а определено произведение ах е В%
со следующими свойствами:

1. х + у = у + х.

2. (х + у) + z — хЛ- (у + z).
3. Существует нулевой элемент О^^В такой, что

х + Ов
= х для всех х е В,

4. 1 • х = х, 0 • х = Ов.
5. а{$х) = оф • х.

6. (сб + $)х = ах + $х

и т. д.

Определение 1. Линейное пространство В

называется нормированным, если каждому элементу жеВ

поставлено в соответствие вещественное число 1Ы1
{норма #), обладающее следующими свойствами^
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1\ Ы>0, хФОв\ IIOJ = 0.
2°. Ilc&rll = 1а1Ы1 {здесь а —число).
3°. \\х + у\\ < \\х\\ + IIуII {неравенство треугольника).

Приведем примеры линейных нормированных
пространств.

1. Числовая прямая R. Здесь 1Ы1 = Ы.
2. га-мерное евклидово пространство Еп. Элементами

являются векторы х = (xv х2, ..., хп), норма
определяется так:

У ;=1

3. /г-мерное пространство i?n, с нормой

|| х || = max | Xj |.

Всюду в дальнейшем употребляется последнее
определение нормы вектора.

4. Пространство С(а, Ь). Элементами являются

функции #(?), непрерывные на отрезке la, Ь], и

ИОН тахИ01-

5. Пространство С{а,Ъ). Элементами этого

пространства являются вектор-функции x{t) = (x^lf), ..., xn(t)),
непрерывные на отрезке [а, Ь], с нормой

||я(0||с = max \\x(t)l
*е[а,Ь]

или, более подробно,

1#(01|с = max (max |tfj(*)|V

В примере 4 функции a;(0 могут быть как веществен-

нозначными, так и комплекснозначными. Свойства

пространства С(а, Ь), которые будут установлены ниже, одни
и те же в обоих случаях. Это же замечание относится и

к примеру 5.
В примере 2 Ц х Ц— длина вектора х, || ж — г/ || —

расстояние между точками х и у. Точно так же можно

интерпретировать || х ||, \\х— у\\ в любом линейном
нормированном пространстве В, как «длину» вектора х и как

«расстояние между точками х и у»х соответственно. Поэтому
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можно ввести в линейном нормированном пространстве

те понятия, которые вводятся в Е с помощью понятия

расстояния.

Пусть В — линейное нормированное пространство.
Множество М а В называется ограниченным, если

существует R > О такое, что Wx\\ < R для всех х е М.

По определению, lim хп = х в пространстве В, если
П-»оо

Пт||яп — яЦ=0. Так как для нормы справедливы те же

П-»оо

оценки, что и для модуля, то следующие свойства

пределов доказываются точно так же, как и для числовых

последовательностей в анализе:

lim (хп + уп) = lim хп + lim уп,
П-»оо П-»оо П-»оо

lim ахп = a lim хп (а — число),
71-»оо П-»оо

если существуют пределы lim хп, lim уп.
71-» оо П-> оо

В примере 3 \В = Вп) сходимость #fe к ж

эквивалентна сходимости каждой из компонент: lim xj = #;- при
ft-» оо

всех / = 1, 2, ..., п. В пространстве С(а, 6) сходимость

жп(?) к x(t) — это равномерная сходимость

последовательности {xn(t)} на отрезке [а, Ъ]. Действительно, по

определению сходимости в С (а, Ъ) имеем

lim max | хп it) — ^ (^) | = О,
n-»oo t?;[a,b]

а это есть одно из определений равномерной сходимости

последовательности {xn(t)}. В пространстве С (а, Ь)
сходимость xh (t) к х (t) — это равномерная сходимость на

отрезке [а, Ь] для каждой из компонент: х) (t) ^> Xj (t)
при 1^/^7г-

Последовательность {хп} называется фундаментальной,
если lim |хк — xt\\ = 0.

kjl->oo

Определение 2. Линейное нормированное про*
странство называется полным, если всякая

фундаментальная последовательность является сходящейся.
Полное линейное нормированное пространство

называется банаховым пространством в честь польского

математика С. Банаха.
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Все пространства в примерах 1 — 5(й, Еп, Rn, С (а, Ь),
С (а, Ь)) являются банаховыми пространствами.

Докажем полноту пространства С(а, Ъ). Если
функциональная последовательность xn(t) является

фундаментальной, то

lim max \xk(t) — хх (t) ] = 0.
kj^oo fS[a,b]

В силу критерия Коши последовательность {xn(t)}

равномерно сходится на отрезке [а, Ь] к некоторой
непрерывной функции x(t), т. е. xn(t) -> x(t) в пространстве С(а, Ъ).
Аналогично доказывается полнота пространства С(а,Ь).

оо

Наконец, несколько слов о рядах. Ряд 2 хп {хп е В)
71=1

называется сходящимся, если сходится

последовательность его частичных сумм {sj. Как и в анализе,
доказывается следующий признак сходимости:

оо

Если ряд 2 хп сходится по норме, т. е. сходится ряд
оо

2 ll#n||i то этот ряд сходится.
71=1

Введем понятие оператора.

Определение 3. Пусть каждому элементу х^М,
где М — подмножество банахова пространства В,
поставлен в соответствие элемент А (х) е В. Тогда мы скажем,

что задан оператор А.
Множество М называется областью определения

оператора А.

§ 3. Принцип сжатых отображений

Рассмотрим уравнение

Ф
= ЖФ). (1)

Здесь феВ, В — банахово пространство, и А —

оператор, действующий из В в В (т. е. переводящий
элементы из В в элементы из В). Метод последовательных

приблшюений, применительно к уравнению (1),
заключается в следующем. Возьмем произвольную точку ф0?Й
и составим последовательность:

ф1=Жф0), ф2=Жф1), . .
., фп+1=Жфп), *..

Элементы ф0, ф1, ..., фп, ... называются последователь--
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ными приближениями. Допустим, что последовательпость

фп сходится к ф, и что оператор А таков, что можно

переходить к пределу под знаком оператора. Тогда, переходя
к пределу при; п -*- °о в равенстве

фп+1
= Жфп),

получаем, что ф
= 4(ф). В этом случае решение

уравнения (1) существует и находится с помощью
последовательных приближений.

Приведем достаточные условия сходимости этого

метода. Введем
Определение. Пусть М — множество в банаховом

пространстве В. Оператор А, определенный на Л/, ежи-

мает М, если

1) А:М^М {т. е. для любого ф^М имеем Л(ф) е

2) Существует к, 0 < к < 1, такое, что

ЩфЛ-ЖфаЭИ^АНчн-фаИ (2)

для любых ф!, ф2 <= М.

Пример 1. В— плоскость (#, i/),

Оператор А сжимает множество М = В.

Геометрический смысл сжимающего оператора А следующий: А

уменьшает расстояние между точками —см. (2).
Теорема 1 (принцип сжатых отображений). Пусть

М — замкнутое ограниченное множество в банаховом

пространстве В. Пусть оператор А сжимает М. Тогда

уравнение

Ф = 4(ф) (1)

имеет решение ф е= М, и притом единственное.

Доказательство. Применим к уравнению (1)

метод последовательных приближений. Возьмем любую
точку фо^Л/ и построим последовательные приближения:

ф!==Л(ф0), ф2 = 4(ф!), ..., фп+1=Л(фл), ...

Так как А : М -> М, то все ф, е М.

Докажем, что последовательность {фп} сходится.

Сходимость ее эквивалентна сходимости ряда

фо + (ф4 - фо) + (фа - фЛ + ... + (фп+i - фп) + ... (3)
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Так как множество М ограничено, то существует С > 0

такое, что НфН < С для любого ф е М. Докажем по

индукции, что

11фп+1 - Фи" < 2Скп (п = 0, 1, 2, ...). (4)

При п = 0 это верно, и если верно для п1 то

Иф»+1 - ФпН = И-4(фп) - А(фп-i)!! < кЦп - Фп-iH < 2Cftw+1f

что и доказывает (4). Итак, lim фп = ф существует

и ф е М, так как ЛТ замкнуто.
Докажем, что

lim А (фя) = Л (ф), (5)
П-»оо

тогда, переходя к пределу при п -* <» в равенстве фп^4
=

= Жфп), получим, что ф является решением уравнения
(1). Имеем

НЖфя)-Жф)11<й11фп--ф11-*0

при п-+ оо, и (5) доказано.
Докажем, что решение уравнения (1) единственно.

Допустим, что ф, if) е М являются решениями. Тогда
ф — -ф = Жф) — Л(г|?), откуда

Пер - г|)Н < АПф - г|>11
и так как 0<&<1, то Иф — *ф11 = 0, т. е. ф

— ^. Теорема
доказана.

Геометрическая интерпретация принципа сжатых

отображений такова. Пусть В — плоскость, а I —

замкнутое ограниченное множество на

плоскости (рис. 12). Пусть А

сжимает М. Если d — диаметр М% то

диаметр множества А Ш) будет <kd,
и АШ)^М. Аналогично, диаметр
множества АпШ) будет <knd. Мы

получаем последовательность
замкнутых, ограниченных и вложенных

друг в друга множеств

М^АШ)^АЧМ)^...=> АпШ)^.,.,

диаметры которых стремятся к нулю. По известной

теореме анализа эта последовательность имеет ровно одну

точку ф, принадлежащую всем множествам — и эта

точка является решением уравнения (1)4
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Рассмотрим один важный вариант принципа сжатых

отображений. Пусть оператор А определен на всем

банаховом пространстве В. Оператор А называется

линейным, если

A (ai<pi + а2ф2) = аИ (cpi) + агА (ф2)

для любых элементов ф15 ф2еВ и для любых чисел cti,

а2. Норма оператора А определяется формулой

И||= sup fcfMJ. (6)

Оператор 4 называется ограниченным, если IL4ll<«\
Ниже мы рассматриваем только линейные ограниченные

операторы. Из определения нормы (6) следует
неравенство

114(ф)11<1141111фИ, (7)

где ф — любой элемент пространства^.
Суммой А + Ж операторов А я А называется

оператор, действующий по формуле

(А + Ж)(у)=А(у) + Ж(<р).

Если а — число, то оператор а-4, по определению,

действует по формуле

(аЛ)(ф) = ссЛ(ф).

Произведением AS операторов А, Ж называется

оператор, действующий по формуле

(Я)(Ф)=4Шф)),

Непосредственно проверяется, что если А и А —

линейные операторы, то А + Ж, аА (ос —число), АЖ —

линейные операторы. Покажем, что норма оператора (6)

удовлетворяет всем аксиомам нормы (§ 2, определение 1).
Лемма. Пусть А, Ж — ограниченные линейные

операторы, действующие в банаховом пространстве В.
Тогда

Иа4И = |а|1Ш, l\A + Al\*Z\\A\\ + W\,
\\АЖ\\ ^ \\А\\\\Ж\\.

(8)

Здесь а — число.

Доказательство. Первое из этих соотношений

непосредственно вытекает из определения нормы; дока-
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жем второе. Пусть феВ, Ц>фОв, тогда, в силу (7),
HU +Я)(ф)11 < ШФ)Н + Шф)И < (Ш + 1Ш)11Ф11,

так что

\А + Х\- sup 1ЩМ1<и| + |Ц.

Аналогично, дважды применяя неравенство (7), получаем

нил-)(Ф)11 = плШф))н < шшФ)и < шшИфИ,
что доказывает последнее из соотношений (8).

Пусть А — ограниченный линейный оператор.
Введем степени этого оператора:

4*(ф) = А(Л(Ф)),
4»(<р)-4(Л»(ф)),

4"(ф) = Л(4"-1(Ф)).
Следствие. Справедлива оценка

\\Ап\\ ^ \\A\W (9)

Действительно, для любого элемента фЕЙ имеем

11Л2(ф)11<и1111Л(ф)11<11Л11211фИ|
и по индукции получаем 1Ь4Л(ф)Н < 1Шп11фИ, откуда

следует (9).

Пример 2. Пусть А — линейный оператор в

пространстве Щ, с матрицей (ajk). Норму вектора
определим так же, как и в § 2, пример 3: 1 #1 = max | хи |. Тогда

Kk<n

|И|= max 2\aih\. (10)

Действительно, так как |#л|^Ц#|| при всех к, то

(Ах)}! =
п

< ИI djh I \*k К

n n

<Nl2l*jft|<l*l max 2|*j*b

так что I Л# || <!|| A ||fl x||, где IL4H определена формулой
(10). Построим вектор ж0 такойЛ что \AxQ\ = 141| || #° ||,
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тем самым формула (10) будет доказана. Пусть
максимум правой части (10) достигается при / = /0- Положим

xh = cij k 1 dj h I-1, если aj k Ф 0, и xh
= 1 в противном

случае; тогда

1*ч-1, |(^^в|-2'тЙ-*-2|^1-И1
(штрих означает, что слагаемые с а;- fe =0 опущены), так

что||4ж°|>||Л|||ж°||, и (10) доказано'.
Обозначим символом / единичный оператор,

действующий в банаховом пространстве В по формуле /(ср) = ср.
Этот оператор линеен и 11/11 = 1.

Теорема 2. Пусть А — линейный оператор,

действующий в банаховом пространстве В, и

Ш<1. (И)
Тогда уравнение

ф-Л(ф) = г|) (12)

для любого элемента гр е В имеет, и притом

единственное, решение фЕ5.
Доказательство. Применим метод

последовательных приближений, полагая

Ф0 = ^, ф1=,ф + 4(фо), ..., фп
= ^ + Л(фп-1), ...

так что

ср„
= ф + Л (ф) + ... + Ап(^). (13)

Покажем, что решение уравнения (12) равно

Ф = о|) + А(ф) +... + Ап(г|)) + ... (14)

Из оценки (7) и условия WAW < 1, следует, что

11Ф11 ^ НфИ(1 + IL4II + IL4H2 +... + \\А\\п +...) =

= lk|)H(l-IUII)-\ (15)

так что ряд (14) сходится, а потому последовательность
частичных сумм фп этого ряда сходится к ф. Далее,

ИЖф - фп)« < U ИПф - фя« -0 Ы -+ оо),

так что Л(фп)-*Л(ф) при га->«\ Переходя к пределу

при п-+<*> в тождестве фп^ф + Жфп-^, получаем, что

Ф есть решение уравнения (12).

Докажем единственность решения. Если ф, ф
—

решения уравнения (12), то, в силу линейности оператора
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Л, имеем

ф
—

ф
= Л(ф — ф).

Следовательно,

0^Иф-фН^Ш1ф-ф11

и так как НЛП < 1, то Нф — фН = 0, т. е. ф
=

ф.
Если ф, 1|з — векторы тг-мерного пространства и Л —

(п X я)-матрица, то решение уравнения (12)

записывается в виде

Ф = (/-л)-]1|>. (16)
Это обозначение сохраняется и для банаховых

пространств; символом (/ — Л)"1 обозначается оператор,
отображающий элемент г|э в элемент ф. В условиях теоремы
имеет место

Следствие. Оператор (/ — Л)"1 линеен, и

справедлива оценка
11(/-Л)-1Н^(1-11Л11)-1. (17)

Действительно, если

ф!
— Л (ф!) = l|)i, ф2 — Л (ф2) = l|)2,

то элемент а^х + а2ф2 (здесь а4, а2 — числа) есть

решение уравнения

Ф
— Л (ф) = oe^i + a2i|)2,

так что

(/-Л)-1(а1^1 + а^2) = а1(/-Л)-Ча|)1) + а2(/-Л)-1(^).
и линейность оператора (/ — Л)""1 доказана. Из оценки
(15) следует, что

11Ф11 - 11(7-Л)-Чф)11 < (1 - 11Л11)-М1фИ

для любого элемента ib е В, откуда следует (17). Ряд

(/-Л)-,(г1)) = (/ + Л+Л2 + ...+Лл + ...)ф, (18)

дающий решение уравнения (12), называется рядом
Неймана. Оператор (/ — Л)"1 называется резольвентой
уравнения (12). Резольвента (в условиях теоремы) представи-
ма рядом

(7-Л)-1 = / + Л + Л2 + ...+Лг, + ...,

сходящимся по норме. Для резольвенты имеет место

тождество Гильберта
(7-Л)-1 = / + Л(/-Л)-1. (19)
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Чтобы доказать его, подставим в уравнение (12)

выражение ф
= (/ — -4)~4i|)), тогда получим

(/- АУЧ^) = [/ + AU- АУ'Щ),

откуда и следует (19).

§ 4. Лемма Адамара

Для дифференцируемой функции g{x) одной
переменной справедлива формула конечных приращений Лаг-

ранжа:
giy)-g{x)=g'(lHy-z), (1)

где точка | лежит в интервале {х, г/). Докажем
многомерный аналог этой формулы.

Область D в пространстве Rx называется выпуклой,
если вместе с любыми двумя точками х, у эта область

содержит отрезок, их соединяющий. Примеры выпуклых
областей в трехмерном пространстве: параллелепипед,

шар, эллипсоид. Пусть х = (хг, .
.., хп) е йп.

Лемма 1. Пусть функция g (х) непрерывно
дифференцируема в выпуклой области D с !?*• Если точки

х, у gD, то

g(y)-g(x) = (4g(l)ly^x)l (2)

где точка § лежит на отрезке, соединяющем точки ху у.

Доказательство. Так как область D выпукла,
то она содержит отрезок /, соединяющий точки #, у.
Всякая точка этого отрезка имеет вид z (t) = х + t (у —х)х
0<[ t ^ 1, и на этом отрезке функция g {х) есть

функция от одной переменной t:g {z(t)) = /(*), 0<^<11. По

формуле конечных приращений Лагранжа

/(1)-/(0) =/'(*„), 0<*о<1. (3)

Так как /(0) = g(#), /(1) = *(у) и

п

4? (г (<)) - 2 dj^P- {уk - хк) = (V* (z (0), у - х), (4)

то из (3) следует (2), где 1 = z(tQ).
Ввиду важности этой леммы для последующего

приведем другую формулировку и другое доказательство.
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Лемма 2. Если условия леммы 1 выполнены, то

g{y) — g И = 2 Фь (*» У) (Vk — *л).
fe=i

(5)

где функции ерь («г, у) непрерывны по совокупности пере-
менных при х ей, у ^ D.

Доказательство. Имеем, используя (4),
1 п

g {у) - g и = j 4tg (* w)л = 2 ф* о*» у) (у* - **).

где функции фА равны

1

Ф*(*,У)-J ?;*(«(*))<** (z(t) = x + t(y-x)). (6)
о

Из этой формулы следует непрерывность функций cpft.
Л е м м а 3. Пусть вектор-функция g (х) = (gx (х), ...

»••> gn (#)) непрерывно дифференцируема в замкнутой
ограниченной выпуклой области D. Тогда для любых точек

\\g{y)-g{x)\\^nK1\\y-xl (7)
где обозначено

Кх = max max
dg{ (X)
дх- (8)

Доказательство, Применяя формулу (2) к

компоненте gi(x), получаем

\gi(v)-gi{*)\<

\*У{(1<)\
< 2 I УJ

~~

** I
;=i дя;-

< ^i 21 ^
-

^к n^i i у—*l»
3=1

так как | г/j
—xj\ ^\\y—x\\. Из полученной оценки и

определения нормы вектора (§ 2, пример 3) следует лемма.

Аналогом формулы конечных приращений Лагранжа
для вектор-функций (в условиях леммы 3) служит

формула

g(y)-g И = Ф (*; У) {у - *). (9)

которая следует из (1). Здесь Ф{х; у) есть (п X тг)-матрица
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с элементами

9g.il1)
ф«0*у) = 4гр (Ю)

точки |* лежат на отрезке, соединяющем точки х, у.

Матрица-функция Ф(х; у) непрерывна при жеД у gD.

Рассмотрим функцию F (х; z), где х = (хх, ..., хп), z=*

*= (гг, zm).
Лемма Адамара. Пусть D — область в

пространстве Rx*™, выпуклая по переменным х, функция F (х; z)
имеет в области D непрерывные производные до порядка
р&*1 включительно. Тогда существуют функции
Фь(#; У\ z), У и (Уи • • чУт), имеющие непрерывные
производные по хи ..., хп; z/i, ..., уп\ zu ..., zm до порядка
р
— 1 включительно, такие, что

п

F {у; z) — F (х; z) = 2 Фь (*5 У5 *) (Ун — xk). (11)

Доказательство следует из (5), (6); в данном

случае
1

<Ph (я; У; *) = J Fk (я + t (у — х)\ z) dt,
о

где Fh — производная F по переменной xh + t(yh — xh)%

§ 5. Доказательство основной теоремы.

Теорема существования и единственности

для уравнений л-го порядка

1. Доказательство основной теоремы. В § 1 мы свели

задачу Коши для системы из п уравнений к системе

интегральных уравнений

sc(t) = A(x(t)), (1)

где А — интегральный оператор:

х

A(x{t)) = x°+ j/(7, #(7))<Я. (2)
'о

В дальнейшем будет систематически применяться
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Лемм а. Если х (t) — непрерывная при t е [а, Ь]
вектор-функция, то справедливо неравенство

I x{t)dt <Ш|ж(г)Ыг (3)

Доказательство. Имеем

Xj (t) dt < 11 Xj (t) | dt < §\\x(t)\\dt ,

Правая частьтак как | xj(t) \ ^\\x(t)\\ = max \xj(t)\.
этого неравенства не зависит от номера /; беря максимум
по /, l^j^n, от левой части, получаем оценку (3).

Применим к уравнению (1) принцип сжатых

отображений. Пусть П — параллелепипед \\х — х° || ^ 6,
11 — t01 ^ а, целиком содержащийся в области G (рис. 11),
Обозначим

/ \df. (t, х)
К = тах||/(?, х) ||, Кг = max (max1 дх-

Рассмотрим меньший параллелепипед П6: \t — t0 | <1
^ б ^ а, || ж — х° | ^ 6, где б > 0 будет указано
ниже. В качестве банахова пространства В выберем
C[t0 — б, t0 + б], т. е. пространство непрерывных на

отрезке \t —10\^6 вещественнозначных вектор-функции
#(?), с нормой

\\x(t)\\c= max \\x(t)\\.
\t-t0\<*

В качестве М возьмем множество вектор-функций x(t)&B
таких, что || х (t) — x°\\c^:b. Это множество ограничено,

так как||#(?)Цс<||#01|+ b Для всех x(t)<=M. Множество

М замкнуто, так как еслиНтжь(*) = x(t), где xh(t)^M,
fc-»oo

то предельная вектор-функция x(t)^B, и, кроме того,

\x(t) — ж°||с<Ь, так что x(t)^M.
Итак, остается проверить, что оператор Л,

определяемый формулой (2), сжимает М, если б > 0 достаточно
мало.

1°. Покажем, что если б>0 достаточно мало, то

А : М -> М. Пусть х (t) е М. Тогда вектор-функция
А (х (t)) ^C[t0 — б, t0 + б],так как интеграл (2) от

непрерывной на этом отрезке вектор-функции / (?, х (t)) явля-
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ется непрерывной вектор-функцией. Далее3

\A(x(t))-x°\ =

{ / (t, х (t)) dt < j I / (1, x{t)\\di < l^Kdl <кь,

так что

\\A(x(t))-x°\\c^K8.
Если Яб «s b, то 4(.r(*)) eM. Итак, при

б < Ь/К (4)
имеем А-.М-+М.

2°. Покажем, что если б > 0 достаточно мало, то

IА (х (*)) - А (у (*)) ||с < g Ц * (0 - у (t) \\Cl (5)

где 0<д<1, для любых x(t), y(t)^M. Пусть x(t),
у (t) е М. Имеем в силу леммы 2, § 4 (параллелепипед
Пб — выпуклое множество)

\A(x(t))-A(y(t))\\^ \\\f(lxCt))-f(t,y(t))\\dt <

<К,п $\\x(t)-y{i)\\di <ifi»|«(0-y(*)lc И <

Беря максимум по t от обеих частей неравенства,
получаем

| А (х (*)) - ^ (у (0)lie<q\*(t)-y (!)||с,

где q = /^пб. Если б < q/iKji), где g
— фиксированное

число, 0<д<1, то неравенство (5), выполняется.

Итак, мы доказали, что если б > 0 таково, что

б strain
• (ь я

(6)

то оператор А сжимает Ш. Применяя принцип сжатых

отображений, получаем, что уравнение х (t) = А (х (t))
имеет решение х (?), непрерывное на отрезке \t —10\^8
и притом единственное. В § 1 было показано (см. лемму),
что отсюда следует теорема существования и единствен-



§ 5] ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ Ш

ности для задачи Коши

§ = f(t,x), x(t0) = x«. (7)

2. Дифференциальные уравнения п-то порядка.

Рассмотрим уравнение п-то порядка в нормальной форме
(т. е. разрешенное относительно старшей производной):

dnx ,(. dx dn~lx\ /Q4

— #n-i» (9)

dtn
'

^>~» <fc' •••>

л-

Поставим начальные условия

dx

z\t=t0 = z0, dt t = t0
Xl ""

dtn t=*t.

Задача Коши ставится так: найти решение уравнения (8),
удовлетворяющее условиям (9). Заметим, что число

начальных условий равно порядку уравнения.
Теорема существования и

единственности для уравнений ?г-го порядка. Пусть

функция fit, г/о, Уи • • •? Уп-i) непрерывна вместе со всеми ча-

стными производными j-, 0^/ ^.п — 1, в области

Gcz.R^1, и пусть точка (?<,, #о, #i, ..
•,
Vi)E& Гогда

решение задачи Коши (8), (9) существует и единственно

на некотором интервале it0 — 8, t0 + 8).
Доказательство проведем для простоты при п = 2.

Имеем

d2x J, dx\t dx (g
"~tf

^ f у1 x> dt )' x ^°) ~~ ^°' dt

Обозначим x = z/0, -тг—2/d тогда получим систему

¦^-Ух, Ф-/(*,У.,^, (Ю)

которая эквивалентна исходному уравнению. Данные
Коши примут вид:

Применяя основную теорему, получаем
существование и единственность задачи Коши для системы (10),
откуда следует теорема.
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d?x ( dx\
Задача. Дано уравнение —j" = f I t, x, ^ , условия основной

теоремы выполнены. Могут ли две различные интегральные кривые
этого уравнения а) пересекаться; б) касаться?

3. Комментарии к основной теореме,
1°. Для существования решений достаточно

непрерывности правой части f(t, х). Справедлива
Теорема Пеан о. Если вектор-функция f (t, х)

непрерывна в области G cz i??*\ то решение задачи
Коши х [t0) = х° существует при любых {tQl х°) е G.

Доказательство см. в [40L
2°. Для единственности решения непрерывности

правой части / недостаточно. Пример неединственности:

dx
_ Q 2/3

4t~6x

(гл. 1, § 2, пример 1, рис. 2). Единственность нарушается
на оси х = О — а на этой оси условия основной теоремы
не выполняются, так как производная fix) = 2х~из

обращается в бесконечность.
Решение задачи Коши (7) может быть единственным

при более слабых условиях на вектор-функцию f(t, х),
чем в основной теореме. Приведем один из основных

результатов о единственности решений.
Теорема Осгуда. Пусть функция ф(и)

непрерывна при иХ), ф(0) = 0, ф(и) > 0 при и> О и

J ф(и)
о

du
= + оо

при любом а>0. Пусть для любых точек (?, a?1), [t, х2)
из области G выполняется неравенство

|[/ (иЧ-/(^)КФ (I*1-»»!).
Тогда задача Коши (7) имеет не более одного решения
при любых (t0, х°) <= G.

Примеры функций ф(и):

СщСи\\пи\*(а>1), Си\\пи\\Шпи[\

и т. д., где С > О — постоянная.

Более сильные теоремы единственности читатель мо*

жет найти в [53].
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3°. Теорема существования и единственности носит

локальный характер: существование решения
гарантируется лишь на малом интервале времени |? — tQ\<8. Это
по существу, как показывает рассмотренный в гл. 1, § 2

d х 0

прнмер щ-
= хЛ.

4°. Пусть G— область на плоскости it, х) (возможно,
замкнутая). По определению, функция fit, х)
удовлетворяет в области G условию Липшица по переменной хг
если существует постоянная К ^ 0 такая, что

|/tt, xL)-f{t, хг)\ <К\х^х%\

для любых точек it, xj, it, х2) из области G.
Постоянная К не зависит от t, х{, х2. Вектор-функция f{t,x)
удовлетворяет условию Липшица по х в области G, если

\f{t,*)-t(t,a?)\<K\x*-a?\ (И)

для любых точек (?, х1) (t, х2) из области G.
Если функция fit, х) удовлетворяет условию

Липшица в области G, то она непрерывна по переменной х при
каждом фиксированном t, т. е. функция fitQ, х)
непрерывна при всех таких х, что it0, х) е G. То же самое

справедливо и для вектор-функций.
Приведем примеры функций и вектор-функций,

удовлетворяющих условию Липшица.
1. Пусть функция fix) непрерывно дифференцируема

на отрезке /: а^х^Ь. Тогда fix) удовлетворяет
условию Липшица при х^1. Действительно, по формуле
конечных приращений Лаграня^а

fixJ-fixJ-f'iDix.-x,), ?e/f
так что при х{, х2<^1

I/fo) - /Ы КК\х± - хг\, К = max |/' (х) |.

2. Пусть G = [t{, t2] X GQ, где G0 — замкнутая

ограниченная область в пространстве R?. Пусть
вектор-функция / it, х) непрерывна по совокупности переменных и

непрерывно дифференцируема по переменным xi% ..., хп.

Тогда из леммы 3 § 4 следует, что / (t, х)
удовлетворяет условию Липшица по х в области G. В качестве

липшицевой постоянной К в формуле (11) можно взять

К = п max max

Ki,j<n Ut,x)<=G
дх-
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3. Пусть / — отрезок [-

постоянная. Имеем
-1, 1], jix)=K\x\, К?=0~

л 1

\х | = J sgn tdt, | Xi. | — | x21 = j sgn t dt,

\K\Xl\-K\xt\X\K\ j |sgntI = IК I \xx — z21

так что функция /?|ж| удовлетворяет условию Липшица.
Производная этой функции имеет точку разрыва х = 0.

Точно так же можно доказать, что если функция fix)
непрерывна на отрезке /, а ее производная fix) имеет

конечное число точек разрыва и ограничена, то функция
fix) удовлетворяет условию Липшица на отрезке /. При
этом можно положить

# = sup|/' ix)\.
x=I

Основная теорема справедлива, если / (?, х)
удовлетворяет условию Липшица по х.

Теорема существования и

единственности. Пусть G — область в пространстве й?> » вектор-

функция f (?, х) непрерывна в области G и

удовлетворяет условию Липшица по х в каждой замкнутой
ограниченной области G\ содержащейся в G. Тогда решение
задачи Коши (7) существует и единственно на некотором
интервале it0 — б, t0 + б), б > 0.

Доказательство дословно повторяет
доказательство основной теоремы. Условие Липшица используется

при выводе оценки (5). Пусть П — параллелепипед,
указанный в доказательстве; тогда для любых (t, х1), (?, я;2)еП
справедлива оценка (И). Поэтому

J [/ fa х (т)) - / fay (т))] di < К К || х (т) - у (т) \d% <

^K8\\x(t)-y(t)\\c,
п мы получаем те же оценки, что и выше, если во всех

формулах заменить пК± на К.
4. Продолжение решений. Пусть #(?)— решение

задачи Коши (7), определенное на некотором интервале / =

*= Ui, t2). Это решение может быть продолжено, вообще
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говоря, на больший интервал времени. Решение у (t)
называется продолжением решения x(t), если оно

определено на большем интервале J=> I и совпадает с х (t)
при ^g/.

Решение называется неограниченно продолжаемым
(неограниченно продолжаемым вперед или назад), если

его можно продолжить на всю ось — °° < t < °° (на
полуось ?0^?<°° или — «> <?<?<,, соответственно). Пусть
Г — граница области G. Решение х (t) (х (t0) = х°)
называется продолжаемым вперед до границы Г, если

существует его продолжение у (?), определенное на конечном

интервале Uo, t+), t+<°°, и такое, что точки вида (t, у (t))
при t, близких к t+, не содержатся ни в каком

компактном подмножестве F области G. Аналогично определяется

продолжаемость решения назад вплоть до границы Г.

Теорема о продолжении решений. Пусть
в области G в пространстве #?,х для системы (7)
выполнены условия основной теоремы. Тогда всякое решение
этой системы продолжается вперед (назад) либо

неограниченно, либо вплоть до границы Г, и это продолжение
единственно.

Доказательство см. в [4, 41].
Поясним понятие «продолжаемость вперед до

границы» на примере одного уравнения

x = f(t, х), x(t0) =я0.

Пусть y(t) — описанное выше продолжение этого

решения, определенное при t0 < t < t+ < со. Имеются три
логические возможности:

1. lim у (t) существует и конечен.

2. lim у (t) = оо.

3. lim у (t) не существует.

В первом случае (t, y(t)) -* (t+1 у+) и предельная
точка интегральной кривой лежит на границе. Этот случай
реализуется, например, для уравнения х = О, G —

прямоугольник вида ti < t < tZy Xi < x < x2. Второй случай
реализуется для уравнения х = х2 (гл. 1, § 2). В третьем
случае поведение интегральной кривой вблизи границы
Г носит более сложный характер; приведем пример.
Функция я = sin (1/0 удовлетворяет уравнению х =

= —?~2 cos (1/t) в области G; t<0, —<*><?< °°, и уело-
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вия основной теоремы выполнены. Предел lim х (t) не

существует, а множество предельных точек пнтегральной
кривой заполняет отрезок ? = О, — 1 < ,г < 1, лежащий
на границе Г.

§ 6. Гладкость решений

Рассмотрим систему из п уравнений

4г «/(*,*). (1)

Теорема. Пусть вектор-функция f (?, xv х2, ..., хп)
обладает непрерывными производными по всем

переменным до порядка р > 1 включительно. Тогда всякое

решение системы (1) имеет непрерывные производные до

порядка р + 1.

Это означает, что чем глаже правые части системы,
тем глаже решение.

Доказательство проведем для случая одного

уравнения. Пусть р
= 1, тогда решение xit) непрерывно

дифференцируемо, в силу основной теоремы. Имеем

^ = /(*,*(*))• (2)

Так как функция fit, х) непрерывно дифференцируема
по совокупности переменных, то функция от одной
переменной fit, xit)) непрерывно дифференцируема по

теореме о дифференцируемости сложной функции.
Следовательно, правая часть тождества (2) непрерывно

дифференцируема, т. е. существует непрерывная вторая произ-
d2x

водная -^2". Пусть р
= 2. Продифференцировав тождество

(2) по t, получим

d2x (t)
__

df(t,x(t)) df(t,x(t)) dx{t)

tit2
~~

dt dx dt
'

Применив к этому тождеству те же рассуждения, что

и выше, получим, что существует непрерывная третья

d*x(t)
производная решения 3 » и т- Д-
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§ 7. Зависимость решений от параметров
и начальных условий

1. Непрерывная зависимость решений от параметров.

Дифференциальные уравнения, описывающие физические
процессы, всегда содержат некоторые параметры (масса,
упругость и т. д.). Эти параметры в реальных задачах

никогда не могут быть измерены абсолютно точно, т. е.

всегда измеряются с некоторой погрешностью, так что

сами дифференциальные уравнения известны лишь с

некоторой степенью точности. Поэтому, для того чтобы

уравнения могли описывать реальные процессы,

необходимо, чтобы их решения непрерывно зависели от

параметров, т. е. чтобы они мало менялись при малых

изменениях параметров.

Перейдем к точным формулировкам.
Теорема о непрерывной зависимости

решений от параметров. Рассмотрим задачу Коши
для одного уравнения

"ЗГ
= /(*.*,!*). *(*о»1*)=*о» (*)

где \i
—

параметр. Пусть G — область в. пространстве

(?, х, п.). Если функции fit, х, jx), —
' Xl

непрерывны

в области G по совокупности переменных и точка

(t0l х0, |х0) ^ G, то решение задачи Коши (1) x(t, \х)
непрерывно по совокупности переменных U, ц.) в некоторой
области \t — t01 <; б, I\i — |я01 ^ 6i.

Интегральные кривые уравнения (1) образуют
семейство кривых, проходящих через точку (t0j х0). Теорема
утверяедает, что интегральные кривые, отвечающие
близким значениям параметра \i, близки.

Доказательство. Сведем задачу Коши (1) к

эквивалентному ей интегральному уравнению

t

х {t, \i) = х0 + j / (т, х (т, |х), |х) dx (2)
'о

или, в операторной форме,
х = А(х). (3)

Возьмем параллелепипед П0: \t — t0\^a, \х~х0\ ^b,
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| |х — jx01 < с, лежащий в области G, и обозначим

К0 = max | / (t, х, \i) |, Кг = max

п0 п0

Применим к уравнению (3) принцип сжатых

отображений. В качестве В возьмем пространство функций x(t, ji),
непрерывных при \t — tQ\ <: 8, Ijjl — jjl0I < с, где б >0

будет выбрано ниже, с нормой

lU(*,H)lc= max \х {1,11)1
|«-t0|<6.

В качестве М возьмем множество функций из В таких,
что lta(?, |х) — x0\\G < Ь. Заметим, что если ф (?, (я) е В2
то функция

t

А (ф) = х0 + J / (т, ф (т, [а), [х) dt

непрерывна по ж и ц при \t — ?01 < б, Ijji — (i0l<c, по

теореме о непрерывности интеграла, зависящего от

параметра. Повторяя далее дословно доказательство основной

теоремы, получаем, что при б < Ь/К0, б < q/Ki, где 0 <

< q < 1, оператор А сжимает М, откуда и вытекает

настоящая теорема.
Точно так же формулируется и доказывается теорема

о непрерывной зависимости от параметров для системы:

-^ = / (*, х, ц), х (*0, |i) = ж0, (4)

где |и = (|х1Т..., |xm), julj
—

параметры.
Теорема о дифференцируемост и решений

по параметру. Пусть в некоторой области G про-
странства (?, #, |ш) вектор-функция f имеет непрерывные
производные до порядка р > 1 включительно по

переменным t, х, jm. Тогда решение задачи Коши (4) #(?, |ш) i«e-

ег /? непрерывных производных по переменным (?, \х).
Доказательство проведем для случая одного

уравнения и одного параметра \х (см. (1)). Пусть р = 1,
х = ф(?, ц) — решение задачи Коши (1). Функция х=*

= ф(?, [х + AjLt) удовлетворяет уравнению

^f =/(*,*,[! + Д(1)

дх
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и данным Коши (1), так что Дф = ф(?, [л + Д|л) —ф(?, \х)
удовлетворяет уравнению

Ц* = / (*, ф (tl ц + Дц), ц + Дц) - / (*, Ф (*, ц), ц).

Правую часть по лемме Адамара (§ 4) можно

представить в виде FA(p + GA\i, где F, G — непрерывные

функции от переменных t, (pit, \i), (pit, \x + A\i), ц, jli + Дц,
и для функции Дф/Дц, получаем линейное уравнение

Поскольку функции ф(?, (л) и ф(?, (л + Д(х) удовлетворяют
одним и тем же данным Коши, то

Аф
AjLl

= 0.
t=tn

Правая часть уравнения (5) непрерывна по переменным
t, Д|д, и непрерывно дифференцируема по переменной
Дф/Дц, так как, в силу леммы Адамара, функции F, G —

интегралы от непрерывных функции -^-, -jr. В силу

теоремы о непрерывной зависимости от параметров функция
Дф/Дц непрерывна при достаточно малых 1Дц1, а потому

т Аф дх тт

существует конечный предел nm -т— = —. Из леммы
Дц->0 А^ °Р

Адамара следует, что

*-+& G-|-(A^0),
дх

так что производная
—

удовлетворяет уравнению

d дх df дх df /лч

1t"d^
~

"di~d^ ^"dyi *'

и данным Коши -т— = 0«

Если правая часть fit, х, \i) имеет непрерывные
производные до порядка р ^ 2 включительно, то, применяя
к уравнению (6) те же рассуждения, что и выше, мы до-

д2х
кажем существование и непрерывность производных —^,

d\i

UL
% Продолжив эти рассуждения, получим доказатель-

dt d[i
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ство теоремы для одного уравнения, точно так же

доказывается теорема для системы (4).

Рассмотрим задачу Коши для одного уравнения

-gjT
= / (*i x)i х (*о) = хо- (7)

Начальные данные t0l х0 также можно рассматривать как

параметры. С помощью замены

t — t0 = 'tl x{t)—xQ = x

получаем задачу Коши

-€=/(*,*), *(0)=0.
at

Правая часть /Ч?, х) = fit + t0, х + х0) зависит от

начальных данных как от параметров, а начальные данные

?(0) = 0 не зависят от параметров. Поэтому из

предыдущей теоремы следует, что если правая часть fit, х) имеет

непрерывные производные до порядка р> 1

включительно, то решение xit; t0l х0) задачи Коши (7) имеет

непрерывные производные до порядка р > 1 включительно по

совокупности переменных t, t0l х0.
Аналогично формулируются и доказываются теоремы

о непрерывной зависимости и дифференцируемости по

параметрам и начальным данным для одного уравнения
7г-го порядка в нормальной форме.

Уравнение (6) называется уравнением в вариациях.
Если решение xit, \х) известно, то это линейное

дифференциальное уравнение первого порядка. Уравнения для

производных [_ ) х также будут линейными.

Пусть решение задачи Коши (1) известно при

некотором частном значении параметра \x
= [i0: x = q>(t).

Тогда можно вычислить все производные (_^-| х\
\ <W I

используя уравнения в вариациях. Действительно, при

|х = |д,0 имеем линейное уравнение

d дх df ,. ... ч дх . Of .
... ч

дх

дх I

Проинтегрировав это уравнение, найдем "^j .

Аналогично вычисляются высшие производные.

высших

n=4V

= 0.
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При м е р. Рассмотрим задачу Коши

х + а2х = [хх\ х(0) = 1, i(0) = О,

= y(t). При [1 = 0где со > 0 — постоянная. Найдем—
. .м<=о

имеем xit) = cos (at. Дифференцируя уравнение и

начальные данные по и. и полагая затем \х = 0, получаем

У + со2г/ = cos3 at = -г- (cos Зсо? + 3 cos со?),

i/(0) = 0, р(0) = 0.

Эту задачу проще всего решить с помощью

операционного исчисления. Пусть Yip) — изображение функции
у it); тогда

1 1 / v
+3.

4 р2 + ш2 ^рЯ+ (3ш)2 -%2 + ш2

^

3 Р , _±_( р Р \

4 (р2 + ш2)2
f

32q)2 ^ р2 + ш2 р2 + (3fl))2 )'
Используя таблицу из гл. 1 § 11, находим

<9r I 3 1
-^— =

-г— ? sin со? Н 5" (cos at — cos Зсо?).
^fi |ц=0 8ш 32со2

'

§ 8. Обратные и неясные функции

1. Теорема об обратной функции. Рассмотрим систему
пз п уравнений с п неизвестными

(1)

Xi=fi(yu Уг, ..

Хг*=и(Уи Уг, ..

Хп = jniyi, Уг, . .

Введя вектор-функции
X = (Xv Х2, ...» Хц), у = (i/1? z/2> • • •

запишем систему (1) в виде

*-/(у).

•, J/n),
-, Уп),

., 1/л).

,Уп), /= (/l, /2 /п),

(2)

Будем предполагать, что все функции Д, /2, .,
., /п

непрерывно дифференцируемы в некоторой окрестности
точки а = (дх, а2, ..., ап); обозначим / (а) = Ъ. Приведем
достаточные условия, при которых из уравнений (1)



122 СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ [ГЛ 2

можно (локально) выразить z/i, у2, ..., Уп через

yi = gi(xu ^2, ..., sn), yz = g2(xu Х2, ..., Хп), .*»

• •
•» Уп = ?п(#1, #2> • •

м #п/

или, в векторной форме,

У-*(*)• (3)

Вектор-функция |f (ж) называется обратной к вектор-

функции /(у).
Приведем вначале эвристические соображения.

Разложим функции fj по формуле Тейлора:

V\ Wj (*)
/j (tfi, J/2, . • • i Уп) = /j («) + 2d дГ~ (yh "~ а^ +

+ h(Vv Уъ ¦ • • > »n), hj {у) = о{\\у — а\\){у-+ а).
Эти равенства можно записать в виде

f(y) = f(a) + f(a)(y-a) + h(y). (4)

Здесь h(y)—вектор-функция с компонентами hu h2, ..., hn
и /' (а) — матрица

П°) = (^т)' 1</, А<«. (5)

Матрица /' (а) называется матрицей Якоби.
Если отбросить h(y) в разложении (4), то получится

система из п линейных алгебраических уравнений с п

неизвестными:

x — b = f(a){y — а).
Из линейной алгебры известно, что эта система

однозначно разрешима, если отличен от нуля ее

определитель: det /' (а) Ф 0. Ниже будет доказано, что это

условие гарантирует локальную разрешимость нелинейной
системы (1).

Пусть U — некоторая окрестность точки у = а.

Вектор-функция х = f {у) переводит каждую точку у е U

в точку х из некоторой окрестности V точки х = Ь

(рис. 13). Если отображение взаимно однозначно, то это

означает, что существует обратная вектор-функция
# = ?(#).

Теорема об обратной функции. Пусть
выполнены условия:
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1. Вектор-функция f (у) непрерывно дифференцируема
в некоторой окрестности точки у

= а,

2. det /' (а) ф 0.

Тогда существуют окрестности U, V точек а,Ъ и век-

тор-функция g(x) такие, что:

1. Вектор-функция х = f (у) взаимно однозначно

отображает область U на область V%

z-fЧу)

Я-дМ

Рис. 13.

2. Обратная вектор-функция у = g (х) непрерывно
дифференцируема в области V.

3. Обратная вектор-функция у = g (#) единственна,
если область V достаточно мала.

Доказательство этой теоремы разобьем на

несколько этапов.

1°. Существование обратной вектор-
функции. Применим принцип сжатых отображений.
Будем считать, что а = 0, Ь = 0; этого можно добиться с

помощью замены неременныхх
— Ь = х, у

— а = у.
Используя разложение (4), запишем систему уравнений (2)
в виде

х = Ву + h{y),

где В — f (0). Преобразуем эту систему к виду

y = B-\x-h(ij)) (6)

(напомним, что матрица Якоби /' (0) = В невырождена)
и запишем систему (6) в «операторной форме»

У-АЫг (7)

где Л (у) —правая часть формулы (6).
Пусть U — окрестность вида || у |] ^ б точки у

= 0,
V — окрестность вида ||#||^б точки х = 0Л1окажем, что

если б, б достаточно малы, то А{у) ^.U (замыкание
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области U) при любых у еС/, же^, т. е. что

ИЫ1К8. (8)

Так как h (у) = о (|| у \\) при || у \\-+ О (см. (4)), то || h (у)\\ <
^е[|у|| при |у||^б, где е = е(6) может быть выбрано
сколь угодно малым. Используя это неравенство и

неравенство ЦД^агЦ^ЦД"1!!^!, получаем

<1Д"1||(^11 + ||Л(у)1)<И"11С8 + ев)

и неравенство (8) будет выполнено, если выбрать б ^
^ б/(2С), е ^ 1/(2С), где С = Ш"1!!. Ниже

предполагается, что окрестности С/, 7 выбраны указанным образом.
Чтобы применить принцип сжатых отображений к

уравнению (7), оценим норму разности А (у2) — А (у1)1 где

у1, у2 е U. Имеем

И (*,2)-4(^)11 =
= lS-1(A(^)-fe(^))|<l5-1||j|fe(^)-ft(^)H<

<|fl-1UiU'-y1l,
(мы исиользуем лемму 3 из § 4), где обозначено Ki =>

= max max

dh^O)

dh, (y)
Из разложения (4) следует, что

д
= О при всех /, к и потому б > 0 можно выбрать

настолько малым, чтобы выполнялось неравенство q
=*

= \\B~i\\Ki< 1; при этом соответственно уменьшается

окрестность V. Итак,

\Ab*)-AW)\<q\V%-Vl\ (0<?<1). (9)

Фиксируем точку же7и применим к уравнению (7)

принцип сжатых отображений (§3). В данном случае

банахово пространство В есть пространство Ну,
замкнутое ограниченное множество М а В есть U, а оператор А

определен выше (см. (6), (7)) и отображает точкуу^В в

точку А (у) е В. Из оценок (8), (9) следует, что

оператор А сжимает множество Л/, а потому уравнение (7)

имеет, и притом единственное, решение у = g (х) е М.
Тем самым доказано существование однозначной
обратной вектор-функции у = g (х) при х е У2 и ее значения

лежат в области О.
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2°. Непрерывность. Пусть х1, х2 е V и у1 =g(xl),
У2 = g(x2)- Имеем из (6)

g (х*) - g (х*) = В'1 (х* - а*) + В'1 (ft (у2) - А ОЛ)),

и, используя оценку (9), получаем

I g (*2) - g (я1) || < 15"i| 1 x*-xl\\ + q\\g (*а) - g (х1) ||,
так что

|| g (а») - ? (*i) || < || В-11 (1 - д)-1 \\х* - х1 ||. (10)
Из этой оценки следует, что если х2 -> х1, то g (х2) -*- g (х1)
и непрерывность обратной вектор-функции у = g (х)
доказана.

3°. Д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т ь. Чтобы доказать диф-

ференцируемость вектор-функции у= g (х) в точке х° ^ к,

необходимо доказать, что ее приращение представимо
в виде

Ag = g (х° + Да?) - g (х°) = CAx + h (Ах),

\\h(Ax)\\->0 (ЦЛа^О);

здесь С — постоянная матрица.

Пусть у0 = g (х°); преобразуем разность / (у0 + Ау) —

—f (У0)- И3 формул (9), (10), § 4 следует, что

f(y0 + Ay)-f(y°) = O(Ay)Ay.
df.(lj)

Здесь Ф есть (п X /г)-матрица с элементами Ф;ь = —jj-—,
точки |; лежат на отрезке, соединяющем точки у°,у° + Ау
и матрица-функция Ф (Ау) непрерывно зависит от Ау.
Следовательно,

Ф (АУ) = /'(У0) + Y (Ду),
и элементы матрицы f стремятся к нулю, если|| Ay|-»-0i

lim Vjh(Ay) = 0.
Идуно

Поэтому

ДЖ в / (ув + Ду) _ / ^0) = f {у0) by + г (Ay)i (12)

где е (Ау) —такая вектор-функция, что

||e(A^)|| = 0(||Ai/||) (||Ду|К0).
Из оценки (10) следует, что

\Ayi^D\Axl
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где D — постоянная, и потому

Km »е(АУ)"
_ ит И (Ag) 1111 АН

=
п

так что

||е(Д#)|| = 0(||Д*||) flA*||->0). (13)

Имеем из (12)

Ay^ifiy^Ax + hiAx),

Х(А*)--(/'(у°)Г1е(Ау)
(14)

и из (13) следует, что | h (Ах) || = о (|| Дя||) при || Дд?|| -> 0.
Тем самым доказано представление (И), а стало быть,
и дифференцируемость обратной вектор-функции y= g (#)•

В условиях теоремы справедливо
Следствие. Матрицы Якоби прямой и обратной

вектор-функций взаимно обратны:

/'Wg'W = /I (15)

где х, у связаны уравнением (2).

Доказательство следует из сравнения формулы

g (х° + Ах) - g (х°) = g' (a*) Ах + о (|| Ах ||)

с формулой (14).
Геометрическую интерпретацию и геометрические

приложения теоремы об обратной функции, а также теоремы
о неявной функции, см. в § 9.

2. Теорема о неявной функции. Рассмотрим систему
из m уравнений

Fiixu ,.., хп, Уи .-I J/m) = 0,

Л(*1, ..., хп, уи ..., 2/т) = 0,
(lb;

Fm(xh ..., хп, у{) ..., ут) = 0

с п + m неизвестными и приведем достаточные условия,
при которых можно выразить из этой системы

переменные t/i, ..., ym через хи ..., хп. Тогда найдем функции

Ух == gi\%i, • #
.j xn)t .,., f/w = gm\Zij ..

.j XfJ}
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которые неявно заданы системой уравнений (16).
Перейдем к векторным обозначениям, положив

х = {xv . . .
, Хп), у = (yv ..

., ут), F = (Fv . . .
, Fm)

(все векторы-столбцы), тогда система (16) примет вид

F(x,y) = 0. (17)

Обозначим Fy (#, у) матрицу Якоби вектор-функции
F(x,y) относительно переменных у, т. е. (тпХтгг)-мат-

рицу

Fy{x,y) = I—^-—I, l<i, /<яг.

Теорема о неявной функции. Пусть
выполнены условия:

1°. Вектор-функция F (х, у) непрерывно

дифференцируема в окрестности точки х = а, у
= Ь и F (а, Ъ) = 0.

2°. det Fy (а, &) =И= 0.

Тогда существуют окрестности С/, F точек а, Ь га-

кие, что:

1. Существует вектор-функция y = g(x), которая on-

ределена при жеС/, ее значения лежат в области У, w

F(«,fW)sO, же U. (18)

2. Вектор-функция g {х) непрерывно дифференцируема
в области U.

3. Вектор-функция g (х), удовлетворяющая тождеству
(18), единственна, если область U достаточно мала.

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную

систему
F (х, y) = z, х = х (19)

относительно п + m неизвестных х{, ..., хп, уи ..., ут
с известными правыми частями zu ..., zm, хи ..., а:я.

Число уравнений равно числу неизвестных, т. е. это

система вида (1) и при 2=0, х=-а она имеет решение
х=а, у— Ь, Матрица Якоби вектор-функции, стоящей
в левой части (19), есть

/ /n °n'm ^

Здесь 1п и On, m — единичная и нулевая матрицы

порядков (п X п) и (п X /?г), так как #* = In, ху = 0n,m. В точке

#=а; */==& имеем det A=det Fy (ах Ъ)^=0 и для системы
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(19) выполнены условия теоремы об обратной функции.
Поэтому существует, и притом единственная, обратная
вектор-функция

у = <р(ж,з), ж = ipOz, z),

которая взаимно однозначно отображает окрестность ТУ

точки «г = #, z = О на окрестность Т^ точки # = а, у = &,
п вектор-функции ф, г|э непрерывно дифференцируемы.
Окрестность W можно задать заранее; возьмем ее в виде

W = U X V, где U — окрестность точки х = а в Д?, F —

окрестность точки у = Ъ в By. Кроме того, ясно, что

if (,r; z) = х3 так что

#
= ф (ж, z), а; = х.

Положим g (х) = ф (я, 0), тогда из первого уравнения
системы (19) находим

F(x,g(x)) = F{x,<p{x,0)) = 0

и теорема доказана.
Вычислим матрицу Якоби g\x) неявной

вектор-функции у = g {х). Пусть х — одно переменное, у
— одно

переменное, F — скалярная функция. Дифференцируя
тождество (18) по х, получаем

К(х, g(x)) + F'y(x,g(x))g'(x) = 0}

откуда находим

g' (х) = - (F; (х, g (х)))-1 F'x (x, g (x)). (20)

Удобство матричных обозначений состоит в том, что эта

формула справедлива и для вектор-функций, т. е. если

жейп, y^Rm. В формуле (20) Fy есть ЫХ
т)-матрица описанная выше,

tdF.(x,y)\
F*^y) = \-^kJiy Ki<m, 1</</г,

т. е. Fx есть (т X я)-матрица. Нужно, конечно,
проследить за тем, чтобы матрицы перемножались в нужном

порядке; но при пФ т ошибиться невозможно, так как

нельзя умножить (т X п)-матрицу на (т X п)-матрицу.
3. Дифференцирование сложных функций. Пусть /(г/),

g(x) — непрерывно дифференцируемые функции (при
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любых я, г/, для простоты), тогда

tf {g (*))'-Г (g {*))?(*)• (21)

Это правило дифференцирования сложной функции
сохраняется и для вектор-функций / {у), g (х), если

понимать под /' (у), g' (х) матрицы Якоби. Пусть

Теорема. Если вектор-функция g (х) непрерывно

дифференцируема в окрестности U точки х = а, вектор-

функция f (у) непрерывно дифференцируема в окрестности
V точки у

= Ъ = g (а), то вектор-функция f {g {х))
непрерывно дифференцируема в некоторой окрестности точки

а, и ее матрица Якоби имеет вид (21).

Доказательство. Пусть для простоты, а = О,
g (а) = Ь = 0, тогда

g И = Ах + г1 {x)r f (у) = Bij + е2 (у),

где ех->0 при ||#||->0, е2->0 ПРИ ||у||-^0-
Следовательно, при || х | —> 0 имеем

/ (? (*)) = #? И + е2 (g (ж)) = ЯЛя + (Вг1 + е2)

и нетрудно проверить, что г = Вг1 + е2-^0 при ||#|->-0.
Следовательно,

/(?(ж)) = ЯАг + о(|И) (I^IKO).
С другой стороны, имеем из (4)

/ (g (*)) = (/ {g (^)))' U=o оо + о (1 * 1) (!| *| -* 0).

Сравнение этих выражений доказывает формулу (21).

§ 9. Зависимые и независимые функции.
Криволинейные координаты

1. Зависимые и независимые функции. Пусть U —

область в Rx.
Предположение 1. Все функции, которые

рассматриваются в этом параграфе, непрерывно

дифференцируемы в области U.
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Функции и±(х), ..., ит(х), т^.п, называются

зависимыми в области U, если одну из них можно выразить

через остальные, т, е. при некотором /

щ {х) = w (иг (х), ..., щ-г (х), uj+1 (х), ,,.,- ит (#)). (1)

Здесь w — непрерывно дифференцируемая функция. Если

ни в какой подобласти У<={7 функции и^х), ...,um(#)
не являются зависимыми, то они называются

независимыми в области U.

Пример 1. Координатные функции и^—х^ ..., ит =

= хт (т <: п) независимы в любой области U. Функцип

u>i=xv щ~хг, и3=хх — х2 зависимы в любой области

U: иэ = и\ — и\.
Вопрос о зависимости функций исследуется с

помощью теоремы о неявной функции. Введем
вектор-функцию и (х) и ее матрицу Якоби

/ди (х) ди (х) ди (х)\

дх дх2

дит (х) дит (X)
, дх± дх2

дхп

дит (х)

дхп

\ит (*) J

(2)

Порядок матрицы и' (х) равен т X /г.

Введем новые переменные уи у2, ..., уп, связанные
с переменными х{, х2, ..., хп соотношениями

Уг
== g2\Xtl Х2, . .

., Хп), . .
., уп = ?п\Х\, Х2) . .

., Хп)

или, в векторной форме,

У = g (а?)- (3)

Определение 1. Замену переменных (3) будем
называть гладкой обратимой в области С/, если

Iе. Вектор-функция у = g {х) взаимно однозначно

отображает область U на область V.
2°. Обратная вектор-функция

* = Ш (4)
непрерывно дифференцируема в области V.

В области U вместо координат хи х2, ..., хп можно

ввести координаты г/i, у2, ..., уп, так как соответствие

между х и у взаимно однозначно. Поэтому функции
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gi И> §2 {x),...,gn {*) (и функции Д (у), /2 (у), .
.., fn (у))

будем называть координатными. Достаточные условия

для того, чтобы функции gx(x), g2(x)i---, gn{x) были
координатными в малой окрестности данной точки, дает

теорема об обратной функции.
Лемма 1. Зависимость и независимость системы

функций инвариантны относительно гладкой обратимой
замены переменных.

Доказательство. Функции иг («г), и2 (х), ..., ит (х)
после замены (3) переходят в функции^ (у) = их (/ (у)),
и, (у) = щ (/ (у)), ..., ит (у) = um(f (у)). Утверждение
леммы состоит в том, что если функции иг (х), и2 (х), ...

...,ит{х) были зависимы (независимы) в области U, то

функции иг (у), и2 (у), .. ., ит \У) будут зависимы

(независимы) в области V. Допустим, что функции иг (а?),
щ (х), ..., ит (х) зависимы в области U, тогда при

некотором j выполняется тождество (1). Выражая х через уг

получаем

MiO=">(ai(y), ...,Ц/-1 (У)>Щ+1(У)> ...»2п (if)),

так что функции щ(у), и2{у),..., ит(у) зависимы

в области U.

Теорема 1. Пусть ранг матрицы Якоби и' (х) не

превосходит г в области U и равен г ^ 1 в точке х° е U.

Тогда в некоторой окрестности V э х° из набора
функций иг (#), и2 (#), ..., ит (х) можно выбрать г

независимых, а остальные будут от них зависимы.

Доказательство. Пусть для определенности
отличен от нуля минор

Дг = det А, А =

очевидно, что г < п. Сделаем замену переменных

и1 (Х) =Уп- •> ит И = Уг, Xr+i = Ут+1, . .
., Хп = Уп. (5)

Покажем, что эта замена гладкая и обратимая, если

область достаточно мала. Матрица Якоби вектор-функции

и[х) = {иг{х), ..., иг(я), хт+и..., хп) равна

¦<*>-(.' ?)¦
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где /, 0 — единичная и пулевая матрицы порядков
(п — г) X (п — г) и (п — г)Хг соответственно. Поэтому
detи (х°) = det4^=0 и условия теоремы об обратной
функции выполнены. В частности, функции их (х), ...

...,иг(х) независимы в области V, так как независимы

функции их (у) = ylt ..., щ (у) = уг.

Покажем, что остальные функции щ(х). /^г + 1,
можно выразить через функции иг (х), .. . ,ur (х).
Докажем это для функции иг+г (х). В переменных у вектор-

функция v {у) = (и± (х), ..., иг+г (х)) принимает вид v{y) =
= (l/v *••* Уг1 ur+i(y)), причем ранг матрицы Якоби

v' (у) равен рангу матрицы Якоби v' (х) при у = g(x) (§ 9).
Имеем

/1 о ... о о ... о
ч

/о 1 ... о о ... о \

v(y) = \ J> J> -

J J
- J> .

I^VK *цг+1
...

dur+i dur+l
... ?^±1/

\ Qyx ду2 dyr dyr+1 dyn J

Так как ранг матрицы v'(y) не превосходит г, то

Я-и (У)
_ п Я+1(У)_П

и потому функция wr+i (у) не зависит от переменных
Ут+1, ..., уп. Следовательно,

Ur+i {у) = w {yv ..., уг) = w (Лх (у), ..., иг (у)).

т. е. функцияиг+\(у) зависит от функций и1(у)1 ..., иг(у).
В силу леммы 1 функция иг+г(х) зависит от функций
иг(х), ...,иг(х).

Следствие 1. Пусть тп^п и ранг матрицы Якоби
и' (х) равен m хотя бы в одной точке ж°е[/. Тогда

функции и± (х), и2 (а?), ..., ит (х) независимы в области U.

Действительно, они независимы в некоторой
окрестности точки х\ а потому, в силу определения
независимости функций, и во всей области U.

Следствие 2. Пусть тп^п и ранг матрицы Якоби

и'(х°) равен т. Тогда в некоторой окрестности точки х°
к набору функций их (х), . ..,ит (х) можно добавить п — т

функций итН (#), .. ,,ип(х) так, что полученный набор
функций будет координатным.
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Это вытекает из доказательства теоремы: см. (5).
Замечание 1. Координатные функции g1 (х), . ..

• ••1#т(#), т^п, независимы в области U. Обратное
неверно: независимые в области U функции не всегда

можно принять в качестве координатных.

Пример 2. Пусть п = 2, U — окрестность точки

(О, 0), ух = х\, у2 = #?• Эти функции независимы в С/, так

как их матрица Якоби диагональная, с элементами 3zi?
3#2 на диагонали, и ее определитель отличен от нуля в

любой точке (#?, #§) такой, что. #J=^=0, #?=^0. Но хг =

= Т^Уц #2 = Vvi, так что обратная вектор-функция не-

дифференцируема на осях уи уг.

2. Кривые и поверхности. Кривой у в Rn называется

множество точек, заданное уравнениями

#i
= 3i(*), ..., Зп = snU), * s (^, *2) с /f

где функции хМ непрерывны при t<=I. Кривая f на~

эывается гладкой, если функции хМ) непрерывно
дифференцируемы при t <= / и

(*!(*). ...,*nW)^(0,...,0)f ^е/. (6)

dx (t)
Вектор —-т^- — касательный вектор к кривой у в точ-

Kex(t0). Гладкая обратимая замепа переменных (3) ото-

бражает кривую y в кривую ^ заданную уравнениями

lli=fi(Xi(t), ..., хпШ), ..., Уп = ииМ, ..., я»(*)),

причем гладкая кривая отображается в гладкую кривую.

Действительно,

!-/'<*>?•
где /' (х) — матрица Якоби, и -^ Ф 0, так как матрица

Якоби невырождена.
В трехмерном пространстве с координатами х, у, z

система из двух уравнений fix, у, z) = 0, gix, у, z) = О

определяет кривую, при некоторых предположениях.

Теорема 2. Система из (п—1)-го уравнения

MaO-Oi .^lun-1{x) = 0 (7)
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в Rn определяет гладкую кривую ^, проходящую через

точку х°, если х° — решение системы (7) и ранг матрицы
Якоби и' (х°) равен n — i.

Доказательство. Пусть для определенности
отличен от нуля определитель

(du.(xQ)\

Положим

^1 И вУцмм Ия_1 (X) = Уп-1, Хп — Х°п = Уп-

Полученная замена переменных
— гладкая и обратимая,

и в переменных у система (6) принимает вид z/i = О, ...

..., Уп-i ж 0. Эта система определяет гладкую кривую ^

[/1 = 0, ..., ijn-i = 0, уп = t,

где t меняется на некотором интервале 7^0.

Замечание 1. Теорема 2 (и последующая
теорема 3) — локальная, т. е. система (6) определяет кривую ^
в малой окрестности точки х°.

Рассмотрим поверхность S в й3, заданную
параметрически: г = г (а, Р), г — радиус-вектор, т. е.

«-«(а, р), 1/ = г/(а, р), z = z(a, р), (а, р) е С/, (8)

где С/ — некоторая область на плоскости (а, р). Функции
х, у, z непрерывно дифференцируемы в области С/, и ранг
матрицы Якоби

[ дх дх |
I да Щ 1

\ да ^
I dz dz I

Ida dp J
максимален, т. е. равен 2, во всех точках области U.
Пусть в точке (а0, р0) отличен от нуля определитель:

I дх дх\

55 ар п

|а« ар|
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Тогда из первых двух уравнений (8) можно в малой

окрестности точки (а0, Ро) выразить а, р через х, у:

а = а(я, у), р = PU, у),

и уравнение поверхности примет вид

z = /Or, у) = z(aU, у), (Кя, у)).

Фиксируя значение параметра Р = р0, получаем кривую

х = я(а, р0), У = у(а, р0), z = z(a, р0),

лежащую на поверхности S. Ее касательный вектор есть

Г(Х =
\da' Ja1 ш)' Аналогично> фиксируя ос = обо,

получаем кривую на S с касательным вектором Гр =

= (^ Щ'%)' Вект°Ры r«(ao.Po). грК»Ро) неколли-

неарны, так как ранг составленной из них матрицы равен

двум. Плоскость П(Р°), проходящая через точку Р° =

= r К» Ро) и натянутая на векторы ra (а0, |30), гр (а0, Р0),
называется касательной плоскостью к поверхности S

в точке Р°. Любой вектор с началом в точке Р°,
лежащий на плоскости ПСР°), касается поверхности S.

Замечание 2. Рассмотрим сферу S, заданную уравнением
х2 + у2 + z2 = 1. Известно, что S нельзя задать параметрически,

т. е. уравнениями (8). Разобьем сферу на две части S\, S2: пусть
Si содержит северный полюс и ограничена параллелью, лежащей
ниже экватора, а S2 содержит южный полюс и ограничена

параллелью, лежащей выше экватора. Тогда S\, S2 можно задать

уравнениями г = и (а, р), г = г2 (а, (3). Части ?ь S2 сферы
пересекаются. Поэтому под поверхностью S понимается множество,

состоящее из «кусков», каждый из которых задан уравнениями вида

(8), и эти уравнения согласуются, если куски пересекаются.
Полученный геометрический объект называется дифференцируемым
многообразием (см. [4]). Мы ограничимся рассмотрением только

«куска» многообразия.

Рассмотрим в w-мерном пространстве Rn множество

точек Mh9 заданное уравнениями

*~ *Gi,...,Б*)г (Ei,...,E*)etf. (9)

Здесь U — область в пространстве Л|, вектор-функция х (?)
непрерывно дифференцируема в области U и ft<ra—1.
В покомпонентной записи имеем

Х{ = #iV?i, ..., !ь), ..., хп = xn\\i, ..., g%).

Определение 2. Множество Мк называется

гладкой поверхностью {или дифференцируемым многообразие



136 СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ [ГЛ. 2

ем) размерности &, если ранг матрицы Якоби х' (1) равен
к при всех %^U.

Если к == 1, то Мк — кривая; если п = 3, к = 2, то Л/2 —

поверхность в пространстве Д3. Поверхность
максимальной размерности га — 1 называется гиперповерхностью.
При гладкой обратимой замене переменных (3) гладкая

поверхность Л/* отображается в гладкую поверхность Mh

той же размерности, так как ранг матрицы Якоби при
таком отображении сохраняется.

•о дх(1°) дх{1°) t0 тт

Векторы гг = ^ » • •.» rfc = gg д I <= С/, линейно

независимы, так как ранг составленной из них матрицы

равен к. Плоскость П(Р°) размерности к, проходящая

через точку Р° = #(|°)и натянутая на векторы г1 (|°), ...

• •
.» гь(1°)> называется касательной плоскостью в М\

Любой вектор с началом в точке Р°, лежащий в плоскости

ПСР°), касается Mh в этой точке.

Гиперповерхность может быть задана одним
уравнением

/И = о. (Ю)

Теорема 3. Пусть уравнение (10) имеет решения и

V/(*)=#= 0,

если f (х) = 0. Тогда уравнение (10) определяет

гиперповерхность Мп~1 в Rn.

Доказательство. Напомним, что

'/w-де 45
Если / (х°) = 0, то хотя бы одна из частных производных

df (х°)
функции / {х) при х=х° отлична от нуля. Пусть -~—-ф 0.

Сделаем замену переменных

#1 = J/ii • •
•) #?г—1 = Уп—U J \РЧ = Уп»

Эта замена — гладкая и обратимая в малой окрестности
точки х°, так как определитель

II о ... 0

0 1 ... 0

U(*°) V/(*°)
_

а/М
дх дх%

'''

дхп

df (*°)
дх„

Ф0.
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В переменных у множество Мn_1 точек, удовлетвори-

ющнх уравнению (10), есть гпперплоскость уп = 0, так

что Мп~х есть гиперповерхность (в качестве параметров

li, ..., ln-i можно взять z/i, ..., yn-i). Поэтому Мп~1 —

прообраз Мп~х — есть гиперповерхность.

Пример 3. Рассмотрим уравнение эллипсоида

/ (*, У, *) = -г + ? + % -1 = 0 (а > 0, Ъ > 0, с > 0).
а о с

Эллипсоид — гладкая поверхность, так как V/ — (-%, -g, -g- J
обращается в нуль только в точке (0, 0, 0), которая
не лежит на эллипсоиде. Точно так же доказывается, что

однополостный и двуполостный гиперболоиды,
эллиптический и гиперболический параболоиды — гладкие
поверхности.

Система из к ^ п — 1 уравнений

и1(х) =0, ...,i/ft(a?) = 0

определяет, вообще говоря, гладкую поверхность размерности п — к

в Л71. Достаточное условие таково: ранг матрицы Якоби

1 ^ i ^ к, 1 2^/ ^л, в точке #°, удовлетворяющей системе,

максимален, т. е. равен к.

3. Криволинейные координаты. Пусть хи ..., хп —

декартовы координаты в йп, U — область в Rn. Сделаем
гладкую обратимую замену переменных в области U:y=
= ?(#) (соответственно х=f (у) — см. (3), (4)). Уравнение
У] = с, т. е. gj (х) = с, определяет гиперповерхность, в

силу теоремы 3; гиперповерхности г/; = const называются

координатными, В частности, на плоскости (тг = 2)
уравнения г/i = си уг = сг определяют семейство кривых

(координатную сетку):

giteu х2) = ch g2(xu xz) = clt

Выясним, как преобразуются при эамене переменных

скалярные и векторные поля. Пусть точка Р^С/, ее

координаты равны

Р = (хи ..., хп)% Р = {уи ..., уп),

где хху связаны соотношением (3) (или (4)). Значение

(ди.(х)\
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функции м(Р), определенной в области U, обозначим

и (х) в координатах х и и {у) в координатах у. Очевпд-

но2 что и (Р) = и (/ (у)), так что

и [у) ^ и (Цу)).

Это и есть представление функции и(х) в координатах у.
Возьмем точку Р + АР, близкую к точке Р, и

обозначим ее координаты х + Ах, у + Ау, соответственно. Имеем

х + Ах = f(y + Ау).

Из непрерывности вектор-функции / следует, что | Ау |->02
если | Ах |-* 0± так что

х + Ах = f (у) + /' (у) Ау + о (| Ау \)х

гДе /' (у) —матрица Якоби, и потому

Ax = f(y)Ay + o(\Ay\) (\Ау\-+0). (И)

Из втой формулы следует, что|Д#|, | Д^ | — бесконечно
малые одного порядка, т. е. что существуют постоянные

Ci, С2 > 0 такие, что

если j Да? | (или | Ау |) достаточно мал.

Пусть {е} — ортонормированный базис, базисные
векторы e11t,,,en имеют своим началом точку Р, так что

ДР = Ах1е1 + ... + Ахпеп.

В силу (11) это же приращение можно записать в виде

АР = ^Уг(^0е) + о(\Ау\).

Введем векторы ех ,...3 еп с началом в точке Р:

е* = 2-^-^ (12)

тогда

AP = Ayiel+...+ Aijnen + o(\Ay\). (13)

Таким образом, с точностью до бесконечно малых вые-
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шего порядка по сравнению с I Ау | приращение АР

одинаково записывается и в базисе {е}, и в базисе [е].
Линейная независимость векторов е/ {Р) следует из (12) и

нз того, что det f{y)?z0. Базис [е (Р)} называется

локальным базисом;
локальные базисы различны,
вообще говоря, в различных
точках (рис. 14).

Пусть в области U задано
векторное поле <р {Р), т. е.

в каждой точке Р <= U задан

вектор

Ф (р) = <Pi (*К + .. •

... + фп И еп Рис. 14.

или, что то же, задана вектор-функция <р (#). При
переходе к криволинейным координатам у будем записывать

координаты вектора фС?) в локальном базисе [е (Р)},
т. е.

ф(^) = <Pi(jf) ? + ... + ФвЫ вя. (14)

Установим связь между вектор-функциями <р(#) и ф(у).
Имеем из (14)

п п п f п ^

е»
г=1 ;=1

так что

Фг И = 2 *МУ)
Ф; (У)-

Эту формулу можно записать в виде

ч>(*) = /'(гг)ф(у). (15)

Здесь /' (у) — матрица Якоби, а х и # связаны

соотношением (4). Формула (15) показывает, как

преобразуется векторное поле при переходе к криволинейным
координатам.

Рассмотрим систему из п уравнений
dx .

ч

(16)
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и сделаем в ней замену переменных х = /(#), тогда

система примет вид

Здесь ф {у) есть вектор-функция с п компонентами.

Выясним связь между <р(#) и ф(#). Имеем

г ыt=ф и, §=(/' ыг1 фи = ф м«

так что вектор-функции (р(ж) и (р {у) связаны

соотношением (15).

Матрица Якоби и' (х) скалярной функции и (х)
называется градиентом функции и (х) и обозначается уи(х).
Градиент — это вектор-строка (§ 9):

\ (х) ди (х) >

Vu
\ dxi

' "" ^

Выясним, как преобразуется градиент при замене

переменных. Пусть х = / (#),тогда (§ 9, (21))

и окончательно получаем

Va(y)-VU(*)/'(y). (17)

Замечание 4. При выводе предыдущих формул
предполагалось, что координаты х— декартовы. Можно

проверить, что все формулы из п. 3 остаются в силе,

когда и х и у
— криволинейные координаты.

§ 10. Уравнения первого порядка, не разрешенные

относительно производной

1. Задача Коши. Рассмотрим дифференциальное
уравнение первого порядка

Fix, у, i/O = 0. (1)

Предположение. Функция Fix, у, р)
вещественна и непрерывно дифференцируема в некоторой области
D пространства (х, у, р).

В дальнейшем (#, у, р) ^ D. Уравнение

Fix, */, р) = 0 (2)

определяет, вообще говоря, некоторую поверхность S в

трехмерном пространстве.
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Рис. 15.

Уравнение (1) — первого порядка, но для того, чтобы

выделить единственное решение, недостаточно задать

уШ = у,.

Пример 1. Уравнение у'г = 1 имеет два семейства

решений у = х + С, у =
—х + С, и через каждую точку

плоскости (х, у) проходят
две интегральные кривые

(рис. 15). Это происходит по

той причине, что если

задано значение */(#о) = #о, то

тем самым задано (хотя и

неоднозначно) значение у'(х0),
так как F{x0, y0l y'(x0))=Q
и из этого уравнения
определяется одно или более
значений у'(х0). Поэтому за-

дача Коши ставится так:

найти решение уравнения (1),
удовлетворяющее условиям

у(х0) = г/0, z/'Uo) =?о, (3)

где #о, i/o, Ро связаны соотношением F(x0l yQl р0) = 0.

Теорема 1. Пусть выполнено условие

FP(x0, 2/о, Ро) ^ 0. (4)

Тогда решение задачи Коши (1), (3) существует и

единственно на некотором интервале (х0 — б, х0 + б).
Доказательство. В силу теоремы о неявной

функции из уравнения (2) можно локально выразить р

через х, у: р = ф(#, у), где функция ф непрерывно
дифференцируема в окрестности U точки (х0, у0),
единственна и Ро

= (р(х0, #о). Тем самым мы получаем задачу Коши

У' = <pU, у), J/Uo) = #o, (5)

существование и единственность которой установлены
в § 1.

Интегральные кривые уравнения (1) удобнее
изображать не на гглоскости (ж, }), а в пространстве (х, у, р).
Именно, это кривые, заданные уравнениями

х = х, у = у{х), р = р(Х),

где р(х) = у'(х), лежащие на поверхности S : Fix, у, р) =
= 0. В примере 1 S состоит из плоскостей р = 1, р

— —1,
и одно из семейств интегральных кривых лежит на

плоскости р
= 1, другое

— на плоскости р
= — 1.
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Множество точек на S, в которых условие (4)

теоремы 1 нарушено, задается уравнениями

Fb, У, Р) = 0, Fpix, у, р) = 0. (6)

Из этой системы можно, вообще говоря, исключить р,
и мы получим соотношение

D(z, у) = 0. (7)

Кривая, определенная этим уравнением, называется ди-

скриминантной кривой. Ее ветви могут быть решениями
уравнения (1); соответствующие достаточные условия
довольно сложны, и в конкретных задачах проще
исследовать эту кривую непосредственно.

Пример 2. Рассмотрим уравнение у'2 = у, т. е. рг —
= у. Исключая р из соотношений р2 — у

= 0, 2р = 0,
получаем дискриминантную кривую у = 0. Решим уравнение:

у'-± Vy, (Vy)' = ± j, у = (| + с)*.
Функция у = 0 — также решение, и эта кривая касается

семейства парабол (рис. 16, а).

У,

б)

Тис. 16.

Пример 3. Уравнение у'2 = х имеет решения у =

е=±(2/3)х3/2 + С (это семейство полукубических парабол)
н р0. Из уравнений р2 — х = 0, 2/? = 0 находим

дискриминантную кривую х = 0, так что дискриминантная
кривая есть геометрическое место особых точек

интегральных кривых.

Окрестности точек на 5, в которых условие (4)

нарушено, неоднозначно (или негладко) проектируются на

плоскость (х, у). В примере 2, S есть параболический
цилиндр: р2 — у = 0, его проекция дважды покрывает
полуплоскость —оо<х<ооу г/> 0 и ни одна его точка

не проектируется на дополнительную полуплоскость
<рис. 16,6),



§ 10] УРАВНЕНИЯ, НЕ РАЗРЕШЕННЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО V' 143

2. Особые решения. Огибающая. Рассмотрим
уравнение (5). Точка (#0, */о) называется неособой, если

существует ее окрестность U такая, что через каждую точку
этой окрестности проходит интегральная кривая и притом
только одна. В противном случае точка U*0, уо)
называется особой. Решение, все точки которого особые,
называется особым решением. Для уравнения у' = (2/3)г/2/3 все

точки оси у
= 0 — особые (гл. 1, § 2), и решение z/ = 0 —

особое. Аналогично, точка (#0, */о, Ро) называется

неособой для уравнения (1), если существует ее окрестность

U (на поверхности ?), через каждую точку которой

проходит интегральная кривая и притом только одна; в

противном случае эта точка называется особой.

Из теоремы 1 следует, что все особые точки

уравнения (1) лежат на дискриминантной кривой и что

особыми решениями могут быть только ветви

дискриминантной кривой.
Пусть имеется семейство кривых на плоскости,

заданное уравнением

/(*, z/, С) = 0, (8)

где С — параметр. Функция / вещественна и непрерывно

дифференцируема в некоторой области D пространства

(х, у, С) и /с ^ 0. Последующие рассмотрения носят

локальный характер — в малой окрестности U точки

(zo, z/0, Со), где /(s0, z/o, С0) = 0.

Кривая y называется огибающей семейства кривых (8),
если в каждой своей точке она касается одной из кривых
семейства и если в разных точках она касается разных

кривых.
Теорема 2. Огибающая семейства решений есть

решение.
Очевидно, что это решение

— особое.

Доказательство. Пусть для определенности
семейство (8) — решения уравнения (5), и (х0, у0)е f-
Пусть, далее, у = i|)(#) — интегральная кривая,
проходящая через точку (х0, у0) и у

= %{х) — уравнение кривой f
вблизи этой точки. Тогда

i|/Uo) = ф(я0, г/о), ip'Uo) = х'(яо),

так как эти кривые касаются. Поэтому у/(я0) = q>(xQ, z/0)
и уравнение (5) выполняется.

Найдем уравнение огибающей.
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Теорема 3. Пусть / = О, Vx yf ф (О, 0) в точке

ixQ, г/о, С0). Тогда в некоторой окрестности U э ix0, у0)
точки, лежащие на огибающей семейства кривых (8),
определяются из системы

fix, у, С)=0, fc(x, у, С)=0. (9)

Доказательство. Пусть /с^Ои пусть fv Ф 0 для

определенности, в точке (х0, у0, С0). Покажем, что точка

ixQ, Уо)=Ро не лежит на огибающей; тем самым теорема

будет доказана. По теореме о неявной функции из

уравнения (8) можно выразить С через х, у: С = г|)(#, у), где

г|) — непрерывно дифференцируемая функция в

достаточно малой области U^P0. Кроме того, ^0 в точке Р0,
так как из тождества fix, у, if>(.z, г/)) = 0 следует, что

fv + /с'фу = 0 в точке Р0.
Сделаем замену переменных

х = х, tyix, у)=у.

Эта замена гладкая и обратимая, так как якобиан

I дх дх

дх ду

| дх ду

При такой замене огибающая переходит в огибающую.
В новых переменных семейство (8) примет вид у

= С,
а это— семейство параллельных прямых, которое не

имеет огибающей.
Итак, чтобы найти уравнение огибающей, надо

исключить С из системы (9), что даст (вообще говоря)
уравнение вида gix, у)=0. Но определенная этим уравнением
кривая может и не быть огибающей — теорема 3 дает
лишь необходимые условия.

Пример 4. Рассмотрим семейство кривых

fix, у, С) = у-(2х + С)2 = 0

(см. пример 2). Из уравнения /с — О находим 2х + С = 0;
подставляя в уравнение / = 0, получаем линию у = 0,
которая является огибающей этого семейства парабол.

Пример 5. Уравнение из примера 3 имеет
семейство решений

*Ч> (Ро) 0.

/(*, у, С)** (у- СУ - (4/9)*3 = 0.
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Имеем /с = 2([/ —С), так что из системы / = 0, /с = 0

находим х = 0. Эта кривая — не огибающая семейства,
а множество точек возврата кривых семейства (рис. 17).

Пример 6. Рассмотрим семейство синусоид

fix, у, С) s у
— С sin х = 0. (10)

Рпс. 17.

Из уравпения /с = 0 находим л: = ял, л = 0, ±1, ±2,
так что рО и система (9)
определяет семейство точек (ял, 0).
Семейство, таким образом, не имеет

огибающей.
Точки (ял, 0) называются

фокальными точками семейства.

Уравнения (10) могут, например,
описывать световые лучи на плоскости,

которые выходят из источника,

расположенного в точке (0, 0). В точке

(ял, 0), л Ф 0, происходит
фокусировка лучей, так как все лучи

собираются в эту точку.

Приведем одну из физических
интерпретаций огибающей. Пусть
кривые семейства — это световые лучи в плоской

неоднородной среде. Тогда огибающая называется каустикой
(горячая). Интенсивность света на каустике в

геометрическом приближении бесконечна, так как плотность

лучей на каустике бесконечна. Реально точки каустики

светятся заметно ярче, чем все другие. Каждому
знакома такая картина: на дне в мелкой воде видны

ярко светящиеся линии. Это и есть каустики. Частный

случай каустики
— фокальная точка линзы (пример 6).

3. Интегрирование уравнений вида (1). Одним из

наиболее мощных методов интегрирования является метод

введения параметра или, как его еще называют,

интегрирование посредством дифференцирования. Суть метода
состоит в следующем.

1. Вводится новая переменная (параметр) р по

формуле
у' = р. (11)

При этом переменные х и у рассматриваются как

функции от р: x = xip), y
= yip).

2. Полученное уравнение Fix, у, р) = 0

дифференцируется по х или по у.
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Поясним замену переменной (11). Пусть функция у —

= fix) дважды непрерывно дифференцируема на

интервале I: а< x<b и строго выпукла кверху или книзу, так

что f"ix)?=0 при x^L Тогда производная fix) строго
монотонна на интервале 7, и из уравнения yfix)=p
переменная х определяется однозначно: х = ц>(р), значения

р лежат в интервале /= (/(а), fib)). Далее, у
= /(ф(/>)) =

= tyip), так что кривая у = fix) задана параметрически;

x = yip), y = tyip), p^J.
Замена переменной (11) имеет простои геометрический

смысл. Пусть выполнены сформулированные выше

условия; тогда кривая Г: y = fix), x^I, строго выпукла

(кверху или книзу). Величина p = yrix) есть тангенс угла

наклона касательной к кривой Г в точке (#, yix))t Из

строгой выпуклости кривой Г следует, что наклоны

касательных в различных точках кривой Г различны.

Поэтому задание углового коэффициента касательной р = pQ
однозначно определяет при р^J точку кривой Г.

Приведем основные типы интегрируемых уравнений
вида (1).

1°. Уравнения, не содержащие х или у. Пусть
уравнение (1) не содержит х\

Fiy,y') = 0.

Если можно выразить у' через у: г/г = ф(г/)5 то мы

получаем уравнение с разделяющимися переменными.

Допустим, что можно выразить у через у\ так что

уравнение принимает вид

0
= <р(у').

Положим у' = р\ тогда г/ = ф(/?). Дифференцируя это

соотношение по х:

окончательно получаем параметрическое представление
интегральной кривой

р

x = §vLMdp + c, » = ф(р).

Допустим, что уравнение кривой Fiy, р) = 0 задано
в параметрической форме

у = ф), p = ^it).
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Дифференцируя первое из этих соотношений по t, имеем

dy dydx
__

dx , ,

d tJAdt

и мы получим параметрическое представление
интегральной кривой

= $Tlldt+G' y = *{t)-X

К

Пусть уравнение (1) не содержит переменной у:

Fix, /)-0f

и из уравнения Fix, р) = 0 можно выразить х через р:

# = ср(р).

Так как dy — yfdx — pdx, то семейство решений имеет

вид
р

ж = Ф (Р)» У = ) Рф' (Р) ЙР + с-

Если кривая F(#, р) = 0 задана параметрически:

я = ф(?), р = г|)Ш,

то, продифференцировав первое из уравнений по t,
получим

dx dx dy 1 dy , , .

di
=

dydi==~p7t==V
'

''

откуда найдем параметрическое представление
интегральных кривых

*=ф(*), У = | y(t)y'(t)dt + C.

>o

П p и м e p 7. Решим уравнение

уЧу'г+\) = а\

где а > 0 — постоянная. Полагая у' = р, получаем

У=± ./4—



148 СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ [ГЛ. 2

Возьмем знак плюс в этом равенстве и

продифференцируем по х:

ар dp

откуда находим, что либо р
= 0, либо

х=-а}(рг+1)^--а) (/+1)3/2
р =

J vv + i J 1// + 1 vV+i

Интегральные кривые задаются уравнениями

ар
х-С = --7^=, у =

Vp' + i Vp2 + i

Возводя эти равенства в квадрат и складывая, получаем

уравнение

{х-С)г + уг = а\

которое определяет семейство окружностей радиуса а

с центрами, расположенными на оси х. Выбор знака

минус в формуле для у приводит к этому же уравнению.
Если /?

= 0, то мы получаем два решения у^х) = а,

у2(х) Ез —а, которые касаются данного семейства

окружностей. Следовательно, решения уи yz
— особые.

Пример 8. Решим уравнение

у"-у'2 + у2 = 0.

Кривая р3 — р2 + у2 = 0 задается параметрически
уравнениями

y
= t-t\ p = l-f.

Дифференцируя первое уравнение по t, получаем

dy dy dx dx . r,,2
dx 1 — St

It ~~lx~dt =P!i=1~ > It
~~

i__ *2>

откуда находим
" "'

+ С, y = t — t*.x = 3t + In
* —1

* + l

2°. Однородные уравнения. Пусть Fix, у, p) —
однородная функция степени т относительно х, у,

Fitx, ty, р) = tmFiz, у, р).
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Тогда уравнение (1) можно записать в виде

0.->(М
Если р выражается через у/х: р = ц>(у/х), то мы

получаем однородное уравнение (гл. 1, § 2). Пусть у/х
выражается через р:

у
= ху(р).

Дифференцируя это уравнение по х, получаем

Р = Ф (Р) + *ф' (Р) %
Выбирая р в качестве независимого переменного,
получаем уравнение относительно х с разделяющимися
переменными

± = _^SE)d ln]xl + Co=\_sL(pLdPjX р
— ц^)

Г, II U J р
— ф(/>)

^'

так что решения имеют вид

х -cMlj?=W)dp\ v = *vIp)-

Пример 9. Решим уравнение

у = уу'г + 2ху'.
Имеем

у = ур2 + 2рх, 2x=y[j — р].
Дифференцируя по z/, получаем

& = -? ру = С.

Исключая р из соотношений

у = ур2 + 2рх, ру = С,

получаем семейство решений

у2 = 2Сх + С\

Выясним, есть ли в данном случае особые решения.
Найдем дискриминантную кривую, исключив р из
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уравнений
F = yp2 + 2xp-y = 0, Fp = 2{ру + я) = 0.

Из второго уравнения находим р = —х/у, и подставляя

в первое, получаем х2 + у2 = 0. Следовательно, данное
уравнение не имеет особых решений.

3°. Уравнение Лаграноюа, Если функция Fix, уу р)
линейна по переменным х, у, то уравнение (1) приводится
к виду

y=xf(p) + g(p) (12)

и называется уравнением Лаграно/са.
Дифференцируя уравнение по х, получаем

p = f{p) + [*f{p) + g'{p)\d? (13)
так что

^ , fJP)
г^

8'(Р)
dp

"*" J(P)-PX p-f(pV

Это уравнение — линейное неоднородное. Найдя из этого

уравнения х = х{р, С) и подставив в исходное, получим

y = y(Pi О у тем самым получено параметрическое
представление семейства решений. Кроме того, если

Ро
- f(po) = 0,

то имеется решение

y = xf(pQ) + g(pQ),

и соответствующая интегральная кривая есть прямая.

Случай /(/?) = р является исключительным и будет
рассмотрен ниже.

Пример 10. Решим уравнение

у = 2ху'-у'%.

Дифференцируя по х тождество у
= 2хр — р2, получаем

n i о / \ dp dx
,

2х 0 С
,

2
р = 2р+2(х-р)?, ^ + у

= 2, х-^ + ^р.

Итак, имеется семейство решений

с 2 ю п2

Кроме того, возможен случай р = 0, которому отвечает

решение у = 0. Выясним2 имеются ли в данном случае
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особые решения. Найдем дискриминантпую кривую,
исключив р из уравнений

у = 2хр — р2, 0 = 2х — 2р,

так что у
= х2. Эта функция не является решением, так

что особых решений нет.

Исследуем интегральные кривые. Пусть кривая задана

параметрически: # = ф(/?), y
= ty(p), где ср, "ф —гладкие

функции. Точка на кривой может быть особой только

тогда, когда ф'(/>) = 0, г|/(р) = 0 (в противном случае
в этой точке имеется ненулевой касательный вектор

(ф'(р), я|/(/?)) к кривой). В данном случае критические
значения р определяются из системы

dp
-

/
+
Т"

- U'
dp
-

р2
+

3
- U'

откуда находим р = А>(С) = У^ЗС. Все эти точки

расположены на параболе А

так как при р
= р0 имеем

х = Хй(С) = (ЗС)1/3, у = z/o(C) = (ЗС)2/3.

Эта парабола — дпскриминантная кривая.
Исключительным является значение С = 0: если С^О, то х-+<*>, у -*¦

-* °° при /? -* 0, а при С = О значения #(0) = z/(0) = 0

конечны. При С = 0 интегральная кривая — парабола 5:

3 2
2/ = -j- * •

Можно не сомневаться в том, что именно эти две

выделенные кривые во многом определяют структуру
семейства интегральных кривых.

Покажем, что все интегральные кривые лежат в

области у ^ х2, т. е. под параболой А. Действительно,
р2 — 2хр + у = 0, так что

р
= х ± Их2 — у.

Так как величина р
= у'(х) вещественна, то х2>у.

Исследуем поведение интегральной кривой вблизи
точки U0, i/o). Положим p = pQ + t; тогда при малых \t\



152 СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ [ГЛ. 2

получим

-*„
= Ср72(l + ^)

2

+ у(р, + 0 -*о

= едг: 3(ir-4(i)'+0<")]-^-^',+0(")'
z/ -1/0 = гсдг1 (i + j^y1 + ±{pQ + t?-yQ =

Следовательно, локально кривая состоит из двух

ветвей — одна при t ^ 0, вторая при t ^ 0 — с общей каса-

У —уа л /л

тельной, так как —-+Ро при t -*¦ 0, и потому U0, */о)

есть точка возврата. В данном примере дискриминантная
кривая у = х2 есть множество особых точек интегральных

кривых.
Уравнение (14) определяет две кривые, при значениях

параметра 0< р<+<* и —°°<р<0. Функции #(р), i/(jo)
имеют следующее асимптотическое поведение при р

-* 0
И При р -> оо;

^-; i/2~4Cz (р^О),

3
(15)

-у; #~Хх* (Р^°°)-

Все интегральные кривые бесконечные, оба конца

кривой уходят на бесконечность (т. е. # -* °°, j/
-* °° вдоль

кривой). Имеются следующие типы интегральных кривых.
1. С > 0, 0 < /? < оо. Кривая лежит в квадранте х > О,

i/>0 (под параболой у = х2) и имеет точку возврата

(#о, z/o). Вблизи этой точки имеются две ветви кривой,
одна из которых лежит выше другой. Верхняя ветвь

асимптотически приближается к правой ветви (у > 0)

параболы у = — х21 нижняя — к верхней (у > 0) ветви

параболы у2 = 4Сх.
2. С>0, —°о<р<0. Интегральная кривая не имеет

особых точек и потому является гладкой. В силу (15)
имеем

Ж-»-— ©о, у -+ +оо (р -+ —0), X-^+oof у -+ +оо (р -+ — со).

с

2

2С
у~—;

*/~^-;
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Поэтому один конец кривой асимптотически приближа-
3

ется к левой (х < 0) ветви параболы у = — х2, второй —

к нижней (у < 0) ветви параболы у2 = 4С#.
3. С < 0, 0 < р < <». Интегральная кривая не имеет

особых точек и потому является гладкой. В силу (15)

имеем

х-+—с», у -* —°° (р -* +0), #->+<», # -* +оо (р -+¦ + оо).

Поэтому один конец кривой асимптотически

приближается к нижней (у < 0) ветви параболы у2 = 4Сг, вто-

рой — к правой (х > 0) ветви параболы у =
— я2.

4. С < 0, —°о < р < 0. Интегральная кривая имеет

точку возврата (х0, у0) и лежит в квадранте х < 0, z/ < 0.

Одна из ее ветвей асимптотически приближается к левой
3

(х < 0) ветви параболы у = -j- #2а другая — к нижней

(z/ < 0) ветви параболы у2 = 4С;г.
Выше мы употребили не вполне определенный термин

«кривая асимптотически приближается к другой кривой».
В данном контексте смысл этого термина совершенно

3
четкий. Именно, парабола у = — #2 параметрически зада-

? Р тх

ется уравнениями х =-^-р1 у =-§-•
Из сравнения этой

формулы с уравнениями (14) следует, что

х(р) — х(р) -> 0, у(р) — у(р) -> 0, р-*+<»,

так что ветвь интегральной кривой неограниченно
сближается с правой ветвью параболы при х -*- °°, у -> «>. То

же самое справедливо для парабол z/2 = 4С#.
В этом примере можно найти уравнение семейства

интегральных кривых в виде f(x, у, С) = 0, если в

уравнение у
= 2хр — р2 подставить найденное выше

выражение р через х, у. Тогда уравнение примет вид

Зу(х ± Ух2 - у) = 6С + (х ± Ух2 - у)\

Если избавиться от корня IIх2 — г/, то получится
уравнение шестой степени относительно х, у:

1Ъ(х2-у)3 = 9(2ху-х2-2С)2.

Но, разумеется, значительно проще исследовать

параметрические уравнения (14), чем последнее уравнение.
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Пример 11. Решим уравнение

х-У = —У ~-21У ¦

Этот поучительный пример приведен в [46]. Имеем

(l-p)mx-4dp2) = 0.

Одно решение отвечает значению р
= 1, так что у

—

= х — kill, остальные решения имеют вид

х = Ц- + С, y = jrp3 + C,

так что интегральные кривые
— полукубические

параболы (у-С)2 = (х-СУ.

Интегральная кривая имеет точку возврата х = С,
у = С. Найдем дискриминантную кривую. Исключая р из

исходного уравнения и уравнения-д-р—д-/?2=
0,получаем, что дискриминантная кривая состоит из двух прямых:

1) у = х; 2) у
= х-4/27.

Прямая у = х есть геометрическое место точек
возврата и не является решением. Прямая у = х — 4/27 —

решение и в каждой точке касается одной из интегральных
кривых. Действительно, полагая /7

= 1 в уравнении
интегральной кривой, получаем

Следовательно, решение у = х — 4/27 — особое.
4е. Уравнение Клеро. Это уравнение (12) при f(p) = р:

V = xy' + f(y'). (16)

Полагая у' = р и дифференцируя соотношение у
= хр +

+ f(p) по х, получаем

(Г(р) + *)^-о.
В случае -^

= 0, р = С имеем семейство прямых

у~Сх + ЦС). (17)
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В случае x = —f(p) получаем интегральную кривую

* = -/'(/>), y
= -pf'(p) + f(p), (18)

которая, вообще говоря, является особым решением.
Пусть функция f(p) дважды непрерывно

дифференцируема на интервале /: Pi<p<p2 и j"(p)=r=0 при

/>s/. Для определенности будем считать, что f"(p)<0.
Тогда функция —f(p) строго монотонно возрастает при

ре/и из уравнения x = —f'(p) можно однозначно

выразить р через х как гладкую функцию: р = р{х).
Функция у = у(х) также будет гладкой, в силу (18). Прямая,
заданная уравнением (17), касается интегральной кривой
у = у(х) в точке

я = -/'(?), у = -С/'(С)+ /(?).

Следовательно, определенная уравнением (18)
интегральная кривая есть огибающая семейства решений и потому
является особым решением.

Пример 12. Решим уравнение

у = ху' + лГ——9 , а>0.

Имеется семейство прямых

Vl + C'2
и особое решение

з
а ар

х ==

Та \ 2\ч/о ' У

Возведем каждое из этих уравнений в степень 2/3 и

сложим, тогда получим уравнение

х2/з + уг/* = а2/Зв

Эта кривая называется астроидой.
Уравнение Клеро возникает в такпх геометрических

задачах, в которых ищется плоская кривая по

каким-либо свойствам ее касательных, не зависящих от положения

точки касания. Если у = fix) — уравнение искомой

кривой, то уравнение касательной есть Y = у'Х + у
— ху\ что

приводит к соотношению между фупкциями у
— ху' и у\

т. е. к уравнению Клеро.
Пример 13. Найти такую кривую, что произведение

расстояний от двух заданных точек Р, Q до любой

касательной к кривой есть величина постоянная.
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Направим ось Ох вдоль отрезка PQ, начало

координат поместим в середину отрезка; тогда Р = (—с, 0), Q =
= (с, 0), с>0. Расстояния от точек Р, Q до касательной

(ее уравнение написано выше) в точке (а;, у) равны

(ху' — у±су')(1 + г//2)"1/2; так что

(у-ху')2-с*у'2 = ЪЧ1 + у'2),

где й2 — заданное произведение расстояний от точек Р, @
до касательной. Получаем два уравнения Клеро

у = ху'±УЬ2 + а2у'\ а2 = Ъ2 + с\

решения которых имеют вид

у
= Сх ± /fc2 + а2С2;

Исключая параметр р, получаем особое решение
—

эллипс
2 2
— + i- = 1
а2
+

Ь2
'

которое и дает нетривиальное решение задачи. Случай,
когда у

— линейная функция, малоинтересен, так как

касательные к прямой совпадают с ней самой.

Структура семейства интегральпых кривых
уравнения (1) вблизи точки (#о, уо) достаточно проста и

описывается теоремой 1, если эта точка не лежит на дискри-
минантной кривой. Уравнение Клеро (точнее, его

решения) описывает структуру семейства решений
уравнения (1) вблизи дискриминантной кривой в простейших
(и в то же время основных) случаях. Пусть

F(xQl i/o, Ро) = 0, Fp(x0, z/o, р0) = 0,

так что точка (#<>, Уо) лежит на дискриминантной
кривой. Будем предполагать, что S — гладкая поверхность
(она задается уравнением Fix, у, р) = 0). Достаточное
условие для этого таково (§ 9, теорема 3): (Fx, Fy, Рр)?=0,
если F = 0. Без ограничения общности можно считать,

что

Fv(x0l yQ, р0) Ф 0,

и пусть Хо
= 0, уо

= 0, ро
= 0. Исследуем поверхность 5

вблизи этой точки. Разлагая функцию F ио степеням
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#, t/, /?, получаем

Fxx + Fyy + -у (FppP2 + 2Fpxpx + 2Fpypy + Fxxx2 +

+ 2Fxyxy + Fyyif) + ...,

где многоточием обозначены члены третьего и более

высокого порядка малости, а значения всех частных

производных берутся в начале координат. Упростим
уравнение, отбрасывая члены третьего и высших порядков
малости, а также слагаемые, содержащие ру, ху, г/2, малые

по сравнению с у] тогда получим уравнение

Fxx + Fvy + -у {FPPP2 + 2Fpxpx + Fxxx2) =0.

Заменой переменных

FVV + Fxx — -j- Fxxx2
= Fvy, x=~x, p = p,

можно убрать слагаемые, содержащие х и х2. Тогда
получим уравнение

Fvy + Fpxlpx + ~y Fpp"p2 = 0.
2

Предположим, что

Fp*(x0l г/о, Ро) Ф 0, Fpp(x0, у0) р0) Ф 0.

Ясно, что это случай «общего положения». Тогда, делая

замену Fpxx = —Fvx', получаем (тильды над
переменными опущены) уравнение Клеро

у = ху' + ау'2, аФО.

Это уравнение получено при следующих
предположениях: в точке (#о, Уо, Ро)

F = 0, Fp = 0, Fy?=0, Fpp?*0, РрхФ0. (19)

Выше были приведены нестрогие соображения, но можно

строго доказать, что если условия (19) выполнены, то

с помощью гладкой обратимой замены переменных

можно привести уравненпе F = 0 к виду

у = хр + ар21 аФО,

в малой окрестности точки (я0, z/0, р0).
5°. Преобразование Лежандра. Пусть на интервале

/: а<х<Ь задана гладкая функцпя у
= у(х). Введем
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новую переменную X и новую функцию Y по формулам

Х-у\ Y = xX-y. (20)

Это и есть преобразование Лежандра — отображение пар

(х, у(х))-»(Х, ШО).

Если функция у(х) дважды непрерывно
дифференцируема и у"(х)?=0 при х^1, то, как было показано в п. 3,
соответствие между х и X взаимно однозначно и Y(X) —

гладкая функция X.

Найдем обратное преобразование. Положим X" = -^-;
тогда

dY — х dp + р dx — dy = х dpy

так что X — х. Далее, у = хр
— У, и обратное

преобразование дается формулами:

Р=Ъ У = хр-У. (21)

Поэтому с помощью преобразования Лежандра можно

перевести любое из уравнений

Fiz,y,p)-0, F(P, PP-Y,p)=0

в другое. Если одно из этих уравнений интегрируется, то

интегрируется и другое.

Пример 14. Решим уравнение

(у - ху)х = у.

Сделаем преобразование Лежандра

У' = Р, y-*p*°-Y;
тогда получим уравнение

-YY'-pY'-Y\ ?
i

p+Y>

так как х = Ур. Это уравнение однородно, и его решения
имеют вид

Дифференцируя по р, получаем
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Следовательно, решения исходного уравнения имеют вид

откуда находим

у = Схеи*.

Здесь С — произвольная постоянная, так как исходное

уравнение имеет решение у = 0.

Преобразование Лежандра имеет следующую

геометрическую интерпретацию. Пусть Г: у = fix) — строго

выпуклая гладкая кривая. Она задается как множество

точек ix, fix)) на плоскости. Проведем все касательные

к кривой Г; тогда Г — огибающая семейства этих

прямых. Итак, имеются два способа задания кривой на

плоскости.

1. Кривая задается как множество точек на плоскости.

2. Кривая задается как огибающая семейства прямых.
Преобразование Лежандра — это переход от одного

способа задания кривой к другому. Действительно,
уравнение касательной к Г в точке ix, fix)) имеет вид

Y = xf'ix) + ifix)-xf'ix)),
так что пара чисел if'ix), fix) — xfix)) однозначно

определяет точку ix, /Ы)еГ, Сравнивая с формулой (20),
видим, что эта пара есть ip, Y), т. е. преобразование
Лежандра пары ix, fix)).

6°. Задача о траекториях. Пусть имеется семейство

кривых на плоскости, зависящих от параметра С.
Требуется построить кривые (они называются траекториями),
которые пересекают каждую кривую данного семейства

под заданным углом ос. При а = я/2 траектории
называются ортогональными, при а Ф я/2 — изогональными.

Если, например, кривые семейства — силовые линии

некоторого силового поля, то ортогональные траектории
—

эквипотенциальные линии.

Эту задачу удобно решать, если семейство кривых
задано уравнением вида (1). Пусть семейство кривых
задано уравнением (8)

fix, у, С) = 0.

Покажем, как получить для этого семейства уравнение
вида (1). Продифференцируем тождество (8) по х iy
считается функцией от i и С); тогда получим

°1 i df л
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Исключив С из соотношений / = 0, jx + pfy = 0, получим
соотношение Fix, у, р) = 0, т. е. уравнение вида (1). Оно

называется дифференциальным уравнением семейства.

Пусть ф, ф* — угол наклона касательной в некоторой
точке к кривой семейства и к траектории соответственно.

Тогда
* , х tg Ф* — tg а

ф* = Ф + а, tgq>= Д\ф,^а-
Заменив в уравнении семейства Fix, у, z/') = 0 величину
у' = tg ф на tg ф*, получим дифференциальное уравнение
семейства изогональных траекторий

'(*»чтт&)-а <22>

Уравнение семейства ортогональных траекторий имеет

вид

f(*,lf,-?)=0. (23)

Пример 15. Найдем ортогональные траектории
семейства парабол

^ _ 1?Х = 0.

Исключая С из системы

уг-4Сх = 0, 2ру-4С = 0,

получаем дифференциальное уравнение семейства 2ху' —
=

у и затем уравнение ортогональных траекторий

2х + у'у = 0.

Следовательно, ортогональными траекториями являются

эллипсы

2х2 + у2 = С, С>0.

Пример 16. Найдем ортогональные траектории
семейства

у = Сх«.

Его дифференциальное уравнение есть ху' = ау,
уравнение ортогональных траекторий есть

х + ауу' = 0,

так что ортогональные траектории — кривые

х2 + ау2 = С.
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При а > 0 это семейство эллипсов, при а < 0 — семей-*

ство гипербол. В частности, при а = —1 получаем орто*
тональные семейства равнобочных гипербол

ху = Си х2 - у2 = С2.

Пример 17. Рассмотрим конфокальное семейство
кривых второго порядка

,2

где а > О, Ъ > 0. Фокусы этих кривых расположены в точ-*

ках (±У\Ь — а\, 0). Исключая С из данного уравнения и

уравнения

находим дифференциальное уравнение семейства

2 2 it

у + ——у— у -1 = 0.

Если заменить у' на — 1/у', то это уравнение не

изменится. Следовательно, данное семейство софокусных
кривых второго порядка образует ортогональную систему.

Пусть 0<а<6; тогда семейство существует при С>

>—Ь. Если —Ь<С<—а, то кривые являются софокус-
ными гиперболами, ортогональное семейство — софокус-
ные эллипсы. Если —а < С < <», то кривые семейства —

эллипсы, ортогональные кривые
— гиперболы. При

значениях С=—6, С = —а кривые второго порядка
вырождаются.

Пример 18. Найдем изогональные траектории
семейства прямых у = Сх. Дифференциальные уравнения
семейства есть ху' = у, уравнение траекторий есть

х(у' - tg а) = у(1 + у' tg а),

xdy — у dx=*\g а(хdx + y dy).

Переходя к полярным координатам г, ф, получаем

^ = ctgatfcp, r = C^ctga.

Здесь С > 0 — произвольная постоянная. Изогональные

траектории
— логарифмические спирали (а Ф я/2),

ортогональные траектории
— окружности г = С.



ГЛАВА 3

ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ й СИСТЕМЫ

§ 1. Теорема существования и единственности

-2? в 2 аэъ W ^^ + Л (*)» / = 4j 2i • • •
1 ni

1. Формулировка теоремы. Рассмотрим линейную

систему из п уравнений

в нормальной форме. Здесь у^х) — неизвестные, ajh(x),
fj(x) — известные функции. Все эти функции
предполагаются комплекснозначными. Положим

Ч (*)\ Д (^

лй, ли,

Д11 ^ Д12 ^ • • • ЯШ (*)

eni(*) ап2И ••• ennW

тогда система примет вид

%=A(x)y + f(x).

Поставим задачу Коши

У («о) = У0

(1)

(2)

для системы (1), где #°— заданный гс-вектор.
Теорема существования и

единственности для линейных систем. Пусть
вектор-функция f (х) и матрица-функция А (х) непрерывны на от«

резке I = [а, Ы, точка х9 е /, Тогда
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1°. Решение задачи Коти (1), (2) существует на всем

отрезке I.

2°. Решение задачи Коши (1), (2) единственно: если

y(x),z(x)— решения системы (1) с одинаковыми

данными Коши (2), то у (x) = z (х) на всем отрезке L

Замечание. В отличие от теоремы существования
и единственности для нелинейных систем (гл. 2, § 1),
эта теорема

— глобальная: решение существует на всем

отрезке /.
2. Доказательство теоремы. Задача Коши (1), (2)

эквивалентна системе интегральных уравнений-
X

y{x)^g(x) + lA(t)y(t)dt1 (3)

где обозначено
X

g(x)-y°+$t(t)dt.
*о

Применим метод последовательных приближений:
х

У° (*) = g {*)> У1 (*) = g(*) + \A (*) У° (*) «"*...
О

X

...1yk(x) = g(x) + ^A(t)yk'1(t)dtit.. (4)

Так как матрица-функция А{х) и вектор-функция f(x)
непрерывны на отрезке /, то все последовательные

приближения у°{х), у1 (х) ...
—

непрерывные на отрезке /

вектор-функции. Докажем, что последовательные

приближения yk(x) равномерно сходятся на отрезке /: yh {х) ^>
=t У (Х).

Как и в доказательстве основной теоремы (гл. 2, § 1),
рассмотрим ряд

у(х) = у°(х)+(уЧх)-у°(х)) + ...

...+{yk+1(x)-yk(x))+... (5)

Его частичные суммы равны у0 (я), у1 {х), ...
> yh {х), ...,

так что из равномерной сходимости ряда (5) следует

равномерная сходимость последовательности {yk{x)\. Как и
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в доказательстве основной теоремы, достаточно доказать

сходимость ряда

Ь° (*) h + У1 (*) -у0 (*)h +... +l/+1 (*) - / И1с + •. .

(6)

Напомним, что если у {х) есть и-вектор, то его норма

в пространстве С (I) определяется так:

Iу (х) \\с = max ||у {х) || = max (max | yk [х) \),
x(=l Kk<n \х^1 )

а норма Ы X тг)-матрицы А(х) определяются по

формулам (гл. 2, §§ 2, 3):
п

|| А (ж) || = max 2 | Ък (*) I» И (*) lie = max || А (х) ||.

Так как вектор-функция g {х) и матрица-функция 4Ы

непрерывны при а; ^ /, то

\\g{*)\\c<Cv |A(i)lc, <С81

где Сь С2 — постоянные.

Оценим нормы в С(1) последовательных
приближений. Имеем Wy0{x)\\c^Ci. Далее,

\\У1(х)-УЦх)\\ = <

< l\\A(t)g(t)\\dt\^\l\\A(t)\\\\g(t)\\dt <
(мы воспользовались неравенством И/Ш)#Ш0

и неравенством (3) из § 5, гл. 2)

Далее,

№Я(*)-|Г1(*)||-

II х

-UMt)tol(t)-v°(t))dt

= С1С2|х-х0|.(7)

< <
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(используем оценку (7))

165

<с±а

л,

J I * — *о dt —

2~ Iх х<* I •

Докажем по индукцпи, что выполняются оценки

\yk(x)-yh-1(x)^^\x-x0\\ (8)

При & = 1 это неравенство доказано; совершим переход
по индукции от к к к + 1. Имеем

1/+1 (*)-/(*) II-

< <jHC)lbk(*)-/_1(*)IM*

(используем оценку (8))

х

Jl*-*ol

<

^ к\
dt

Тем самым оценка (8) доказана.
Так как \х — х0\ ^ Ъ — а, то

Правая часть неравенства не зависит от х\ поэтому

неравенство верно для максимума по х е / левой части (т. е.

для нормы в С)

\\y4*)-yh-4z)lc<cAtr)k-
тг t^2 (Ь — а)] сходится (его

h=o

сумма равна Схе J, то сходится ряд (о) и тем са«

мым равномерная сходимость последовательности {у {х)}
доказана. В силу равномерной сходимости предельная

вектор-функция у {х) непрерывна на отрезке /,
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Переходя к пределу при к -> °° в соотношении (4),
что возможно в силу равномерной сходимости

последовательности [yh{x)\, получаем, что у (х) удовлетворяет
системе интегральных уравнений (3) при всех х ^ /. Тем
самым существование решения задачи Коши (1), (2)
доказано. Единственность вытекает из основной теоремы и

теоремы о продолжении решений (гл. 2, § 6).
Рассмотрим задачу Коши для нелинейной системы из

п уравнений
dx

TT
= /(*i*)i *(*о)-*°* (9)

где х = (хъ tiil хп)г f = (/?,- iSi, fn).
Теорема. Пусть вектор-функция /(?, х)

непрерывна при t^I=[t0l у^еЛ71 по совокупности пере*

менных и

*fj (*. д?)
дх. <С (*е/, гей") (10)

при всех Д А\ Гогда решение задачи Коши (9) существу*
ет и единственно на всем отрезке I.

Наметим доказательство. Для последовательных
приближений

и

х* (*) = х° + J / fta*-1 (?)) <ff

в силу леммы 3 (гл. 2, § 4) и оценок (9) справедливо
неравенство

\x*(t) — xb-i{t)\^Cn II ajft-i m — ж*-¦(*) х* {t)\\dt

и по индукции, как и выше, доказывается неравенство

где Л — некоторая постоянная. Далее см. доказательство

предыдущей теоремы.
3. Линейное уравнение я-го порядка. Рассмотрим

уравнение

уЫ) + а?х)у*-1) +... + ал(х)у = fix) (И)
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Е поставим для него задачу Коши

у(х0) = ?/о, у'(х0) = уи ..., у{п-{)(х0) = уп-1. (12)

Теорема существования и

единственности. Пусть коэффициенты а^х), ..., an(#) и правая
часть fix) уравнения (11) непрерывны на отрезке / =

*= [а, Ь]. Гогда

1°. Существование. Решение задачи Коши (11),
(12) существует на всем отрезке х^1.

2°. Единственность. Решение задачи Коши (11),
(12) единственно на всем отрезке I.

Доказательство. Заменим уравнение (И)
эквивалентной системой уравнений, полагая

Уо {*) = У (*), Vi (х) = i/o (ж), • •
•, Уп-i (х) = i/n-2 Or),

так что yjix) — уиЧх). Из уравнения (И) находим

r/'w (ж) = — % (ж) yn«! (я) — ...

— ап (z)j/0 (я) + / (х).

Мы получили систему вида (2), где

/(*)-
О

-an-i(x) •••

данные Коши (12) принимают вид: yjix^) = yit

§ 2. Функции от матриц и однородные линейные

системы с постоянными коэффициентами

1. Матричная экспонента. Рассмотрим задачу Коши

для линейной однородной системы из п уравнений

¦%=Ау, у(х0) = у* (1)

с постоянными коэффициентами. Сведем эту задачу к си*

стеме интегральных уравнений
X

у{х) = у> + 1 Ay(t)dt
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и применим метод последовательных приближений:
х

у\х) = у°,...,уЧх) = У° + 5 Ау*-1 (0dt.

Вычисляя последовательные приближения, получаем

У1 (*) = у° + {х- х0) Ау°, у* (х) = у« + (х- х0) Ay" +

+^М-,укМ =/ + ^?+...
(х — xn)k

• .. +
ц

Л у .

В § 1 доказано, что последовательность {yh{x)}
равномерно сходится к решению задачи Коши (1), (2) на

любом отрезке 7. Поэтому решение имеет вид

у{х) = е(*-*о)Ауо1 (2)

где введено естественное обозначение

(х — хп)Ь
...+{ к{0) А*+ ... (3)

Матрица-функция е{х~*о)л называется матричной экспо*

нентой и обладает рядом свойств скалярной экспоненты.

Справедливы формулы
1°. MV = в(*1+*2)А.
2°. (е^)"1 = е-хА.

3°. 1- ехА = АехА = ехАА.
dx

Докажем 1°. Решение системы (1) с данными Коши

V (0) = У° имеет вид у {х) = ехАу°. По теореме
единственности у {х± + х2) = z (xj), где z {х) — решение системы (1)
с данными Коши z (0) = у (х2). Имеем

У (хг + х2) - А+*»)V, я (хг) = exiAy (х2) - ЛV»Vf
*ак что в(*1+*^Ау° = е*1Аех2Лу° и Iй следует из того, что

ето тождество справедливо для любого вектора у0.
Свойство 2° следует из 1°. Далее,

±(е*Ау°) = (±е*^у"=Ае*Ау
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так как ехАу° — решение системы (1). Поскольку это

тождество справедливо для любого вектора у0, то первое
из равенств 3° доказано; второе следует из

перестановочности матриц А и ехА.

Матричная экспонента ё*А бесконечно

дифференцируема на всей оси —<»<#<<», так как всякое решение

системы (1) обладает этим свойством.

Рассмотрим ряд из матричных функций порядка пХп:

S(x) = В±(х) + В2(х) +...+ Bh(x) +... (4)

Этот ряд называется сходящимся (абсолютно сходящим-
ся, равномерно сходящимся), если все ряды из компонент

матриц Вк(х):

(№));, +(Я2Ы)Я +. . .+ (Вк(х))Я +. . ,

сходятся (абсолютно сходятся, равномерно сходятся).
Абсолютная сходимость ряда (4) в точке х0 эквивалентна

сходимости ряда из норм:

\\В±(х0)\\ + Ша(*0)И + ... + "№о)И + ...<«>,

а равномерная сходимость ряда (4) на интервале /

эквивалентна сходимости ряда из норм в СИ):

ПВ^хПс + \\В2(х)\\с + ... + \\Вк(х)\\с + . . . < оо.

Доказываются эти факты точно так же, как и для рядов
из вектор-функций (гл. 2, § 2). Теоремы из анализа

о дифференцировании и интегрировании
функциональных рядов справедливы и. для матричных рядов. Ряд (3)
для матричной экспоненты сходится абсолютно на всей
оси х и равномерно на любом, конечном отрезке а^х<:

^ Ь, что следует из доказательства теоремы
существования и единственности.

2. Вычисление матричной экспоненты. Пусть А —
(п X я)-матрица, тогда

Л А2 Ак

Лемм а. Если Т — невырожденная Ы X п)-матрица,
то

Т-'А*Т = (Т~1АТ)\ (6)
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Доказательство вытекает из тождества

Т~1АкТ = Т-1АТ-Т'1АТ ...Т'{АТ • Т'{АТ (к раз).
Эта лемма необыкновенно упрощает вычисление

степеней матриц. Ясно, что в качестве матрицы Т нужно
взять такую, которая приводит матрицу А к простейшему
виду. Пусть матрица А приводится к диагональному

виду, т. е. существует матрица Т такая, что

(К о\
Т'ХАТ ш. А - ч. .

\0 К!
Тогда, в силу (6),

А* 0 \
Ah = тAhT-i = т .. T-if

Из (6) следует, что

Т^еАТ = eT~lja
и если матрица А приводится к диагональному виду, то

/Л 0 \
еА = ТеАТ-1=Т\ Ч Г"1. (8)

\0 Л/

В частности, отсюда следует, что

deUA = eSpA. (9)

Здесь Sj)А —след матрицы 4, т. е. сумма ее

диагональных элементов:
п

Sp А = 2 "и-

Из линейной алгебры [7, 17] известно, что SpT^AT^
п

= Sp4, так что Sp4= 2^i»

Формула (9) для определителя матричной экспоненты

(доказанная пока только для таких матриц, которые

приводятся к диагональному виду) справедлива для любых

квадратных матриц.

Формулы (2), (8) позволяют получить новое

доказательство формулы для решений системы (1) (гл. 1, § 8).
Всякое решение системы (1) имеет вид у = ехАа, где а —
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постоянный вектор; возьмем его в виде а = Г^ с =

*= (ci> »» ч сп)т» В силу (8) имеем

где ;-я компонента вектора /j равна 1, остальные равны
нулю. Так как Tfj = ej — собственный вектор матрицы
А, то мы пришли к формуле (4) из гл. 1, § 8.

В общем случае матрица А приводится к жордановой
нормальной форме. Пусть В — жорданов блок порядка
1X1 с нулевыми диагональными элементами. Степени
"этой матрицы равны

....Л1"1**!
В1=0.

Пусть J — жорданов блок порядка 1X1 с диагональными

элементами, равными X, т. е. J = XI + B. Имеем

(XI + В)* = 2 с№чВ> = 2 с[%к~'в\

где ? = min(&, I— 1), так как В'= О и окончательно

получаем

О hi \0 л'»»
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Из этой формулы следует,

• '« (И)

Эта формула в сочетании с (8) позволяет вычислить

матрицу еА для произвольной~матрицы А.

Матричная экспонента позволяет установить связи

между важнейшими классами матриц. Из (5) следует,
что

(вА)Т = вА^ (12)

так как (Ак)т = С4Т)\ Аналогично,

(eA)*e6A*f (13)

где -А* — эрмитово сопряженная матрица (т. е. если А ==»

= (a{j), то А* = (ан)).
1°. Если матрица А — кососимметрическая, т. е. Аг =

«= —Л, то матрица Т = еА — ортогональная.

Действительно,
ТТт = еА(еА)т=еАе-А = 1.

-2°. Если матрица А — косоэрмитова, т. е. 4* = —А,
то матрица U = еА — унитарная. Действительно,

UU* = еАеА* = еАе-А = /,

Из (12), (13) следует также, что если матрица А

симметрическая {эрмитова), то матрица еА также

симметрическая (эрмитова).
Одно из основных отличий матричной экспоненты от

обычной (скалярной) таково

еАев Ф еА+в,

если АВФВА. Чтобы убедиться в этом, достаточно взять

матрицы

'1 0^

-П1 В=10 о
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3. Фуцкции от матриц. Рассмотрим степенной ряд

/(*)-2/**\
fc=o

сходящийся при \x\<R. Матричная функция f(A) от

квадратной Ы X п)-матрицы А определяется по формуле

/И-ЗМ*. (14)
k=o

Этот ряд сходится, если \\A\\<Rt что следует из оценки

1/(41<2|Л1И1\
fc=o

Тем самым определены такие функции от матриц, как

sin^l, cos Л, shA, chA, In (7 — 4), U + A)a

(последние две —при условии IUII < 1). Из (6) следует,
что

Т-ЧШТ = ЦТ-1АТ)9 (15)

и это позволяет свести вычисление функций от матриц
к вычислению скалярных функций.

Если матрица А приводится матрицей Т к диагональ*

ному виду, то

Пусть / — жорданов блок порядка (1X1) с

диагональными элементами, равными К (см. (10)). Тогда

(17)
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Действительно, элемент матрицы /(/) с индексами (1, т)
имеет, в силу (10), вид

Jim- ^Ih-^--—^ W-
fc=0

Функцию УА можно определить как матрицу такую,

что (УА)2 = А. Таких матриц бесконечно много;
например,

С-1У-П.
если х1 + zy = 1. Отметим один важный частный случай.

Если А — вещественная симметрическая (или

эрмитова) положительно определенная матрица, то

существует единственная матрица IfА с теми же свойствами. Она
имеет вид

__

(Yh о\

У2~Т\ '•. \Т'\ (18)

Здесь %j« собственные значения матрицы А, все корни
положительны: У^>0 и Т — матрица, приводящая

матрицу к диагональному виду.

Рассмотрим систему из п уравнений

у" + Ау - 0, (19)

А — вещественная симметрическая положительно

определенная матрица. Всякое решение этой системы имеет вид

у - eixY^cx + e-ix^c2. (20)

Здесь 1А — описанный выше квадратный корень и cv
с2 — произвольные постоянные векторы. Действительно,

^ eixYACi _ i уJ eixY2Cv ?. eixYAC2 e _ Ae<*rzc±

и первое слагаемое из правой части в (20) удовлетворяет
системе (19). Аналогичйо доказывается, что второе
слагаемое также будет решением системы. Ниже будет
показано, что формула (20) дает все решения
системы (19).
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Вещественные решения системы (20) имеют вид

у = cos (х Va) c± + sin (х УA) c2i (21)

где сх, с2 — постоянные вещественные векторы.

Пусть Т~1АТ = Л, где Л — диагональная матрица
с диагональными элементами ?ц,..., КП1 п пусть е±, .. ,уеп —

ортонормированный базис из собственных векторов
матрицы А, Используя формулы (16), (20) можно выразить

решения через Л,, 0j, но проще сделать подстановку
у — Tz. Тогда система (19) примет вид

z" + Az = 0,

т. е. распадается на п независимых уравнений

z\ + hj*j = 0t / = 1,...,^.

Интегрируя эти уравнения, получаем

Zi = Сц cos 1/Xj х + Cj2 sin Т% х}

откуда следует, что всякое решение системы (19) имеет

вид

п

У = 2 [ch cos ( У%- х) в} + Сft sin ( У% х) ej]t (22)

где Cjk — произвольные постоянные.

4. Малые колебания механических систем.

Рассмотрим систему с п степенями свободы, состояние которой
в момент времени t задается вектор-функцией x{t) =
= [хх {t)x ,.., хп {t)). Пусть потенциальная энергия U =*

= Ulxu ..., хп) системы имеет точку минимума х°.

Будем рассматривать малые колебания системы вблизи
этого положения равновесия. Разлагая функции U (х) в ряд

по степеням отклонений i/j = Xj
— х]% получаем

п

U(x)-u{afi)=^ 2 k*vm+ .-

Здесь многоточием обозначены члены третьего и более

д2и {х°)
высокого порядка малости и кц = д дх

, Матрица
К = (кц) — симметрическая, так как кц = кц%
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Кинетическая энергия Т системы имеет вид:

п

и вблизи положения равновесия х° имеем

п

где W|j = а^(ж°). Отбрасывая члены третьего порядка
малости, для функции Лагранжа (ъм. гл. 6, § 5) L —
= Т — ?/ получаем выражение

Можно считать, что т^
— лгн; для этого достаточно

перегруппировать слагаемые в выражении для Т. Тогда

матрица М
= (гпц) будет симметрической.

Так как кинетическая энергия системы положительна,
то матрица М положительно определена. Будем
предполагать, что точка минимума #° невырождена, т. е.

det-K^O; тогда матрица К также положительно

определенная. Уравнения движения системы имеют вид

dl d dL л ,

так что

My + Ky = Q. (23)

Так как М, К — симметрические положительно

определенные матрицы, то, в силу известной теоремы линейной

алгебры [20], они одновременно приводятся к

диагональному виду (достаточно даже положительной

определенности только одной из этих матриц). Поэтому
существует матрица Т такая, что

Т~'МТ = М, т-1кт = к,

где М, R — диагональные матрицы с элементами mh &,-.
Сделаем в системе (23) подстановку у = Tz, тогда,

после умножения полученной системы слева на матрицу
Г-1, получим систему

Mz + Kz = 0.
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Эта система распадается на п независимых уравнений

rrijZj + kjZj = О, / = 1,..., п,

и все вещественные решения системы даются формулами

Zj = Aj cos (coj* + ф;); coj = kj/mj.

Здесь Ah ф;
—

произвольные вещественные постоянные.

Соответственно, все решения системы (23) имеют вид

п

У = 2 aj cos (со;* + ф;-) th (24)

где tj есть /-й столбец матрицы Т. Таким образом,
малые колебания механической системы распадаются на

гармонические колебания с частотами со, вдоль

ортогональных осей, с направляющими векторами tj. В

механике эти оси называются главными.

§ 3. Линейная зависимость и независимость функций
и вектор-функций. Определитель Вронского

1. Понятия линейной зависимости и независимости.

Определение 1. Функции г/Дя), у2(х), ..., у*(я)
называются линейно зависимыми на интервале /=(а, Ь),
если существуют постоянные с4, с2, ..., ch, не равные

нулю одновременно и такие, что

Cij/tix) + с2у2(х) + ... + ckyh(x) = 0, x^l. (1)

В противном случае функции у^х), у2(х), ..., yk(x)
называются линейно независимыми на интервале I.

Пример 1. Функции 1, х, хг, ..., xh линейно
независимы на любом интервале 7.

Допустим противное; тогда существуют постоянные

с0, с1? ..., ck1 не равные нулю одновременно и такие, что

с0 + ctx + с2хг + ... + chxk = 0, же/, (2)

Левая часть этого тождества
— ненулевой многочлен

степени не выше чем А. Такой многочлен имеет не более к

различных корней. С другой стороны, все точки

интервала I (которых бесконечно -много) — корни этого

многочлена, в силу (2). Это возможно только тогда, когда все

коэффициенты с0, си ..., ск многочлена равны нулю. Мы

пришли к противоречию, так как предполагали, что не

все числа ck равны нулю.
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Приведем другое доказательство. Дифференцируя
тождество (2), получаем тождества (при х^1)

ct + 2сгх + ... + кскхк~{ = О,

(к-1)\ск^ + к\скх = 0,

WcAeO,

Из последнего соотношения находим, что ск = 0, из

предпоследнего,— что c^i = 0 и т. д., так что с0
= с1 = ...

...
= сл = 0.

Пример 2. Пусть Хи Х2, ..., Я* — различные числа,

Тогда функции

линейно независимы на любом интервале /.

Доказательство проведем по индукции. Пусть к = 1;
если сге%^х = 0 при х е /, то с±

= 0. Пусть линейная
независимость доказана для к— 1 экспонент; совершим
переход по индукции от к — 1 к к. Допустим, что

функции е 1ЖХ.. ^е*** линейно зависимы, тогда

^Л* + с^х + ...+ ске^х а 0, же/,

где не все постоянные С] равны нулю. Поделим это

тождество на eKhX и затем продифференцируем по ±) тогда
получим тождество

с^е^ +...+ ^.^V*"1*= 0, х<=1,

где \ij
= Kj — %h?=0. По предположению индукции имеем

Ci|Xi
= 0, ..., cfe-1(ift-1 = 0 и так к$к ^=^0, то с{

= 0, ..,

..., Cft_i = 0. Отсюда следует, что ?&?*-*=(), #е/, так

что сА
= 0; полученное противоречие доказывает наше

утверждение.

Пример линейно зависимых функций: #1 = /(я), */&="
*=cf(x), где с — постоянная; тогда с^/Дя) — у2(х) = 0.

Определение 2. Вектор-фуищии^ у1 (я), .. .,#*(#)
называются линейно зависимыми на интервале /=(я, Ь),
ес./ш существуют постоянные си ..., сл, не равные нулю
одновременно и такие, что

С\У1 (*) + ^2#2 И + ... + ЗД* (я) = 0, же/. (3)

5 противном случае эти вектор-функции называются ли*

нейно независимыми.
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2. Определитель Вронского. Пусть у1 (я), у2 (х), •..

., ,у уп (х) — вектор-функции с п компонентами.

Определитель

w [х) = det [у1 (я), у2 (ж), ..., уп [х)) (4)

называется определителем Вронского (или вронскианом)
набора вектор-функции {у1 (#), ..., уп {х)}.

Всюду в дальнейшем предполагается, что х^1 = (а, Ь),
все рассматриваемые вектор-функции непрерывны при
х е /, и их линейная зависимость исследуется при # е /.

Лемма 1. Если вронскиан системы вектор-функций
уг{х), **.ууп{х) отличен от нуля хотя бы в одной точке

xQ е /, то эти вектор-функции линейно независимы.

Доказательство. Допустим, что вектор-функции
линейно зависимы; тогда существуют постоянные

Ci, ,.., сп, не равные нулю одновременно и такие, что

ciVl (х) + С2У2 {х)+ ... + спуп {х) =0, х<=1.

В частности,

СхУ1 {*о) + ЧУ1 (*0) + • •' + спУп (*о) = 0- (5)

Так как ю(х0)Ф0, то векторы у1 (х0), .. *7уп{х0)
линейно независимы и потому все постоянные ck равны нулю.

Полученное противоречие доказывает лемму.
Лемма 2. Если вектор-функции у1 {х)1 ..., уп (х) ли*

нейно зависимы, то их вронскиан тождественно ра&ен
нулю.

Доказательство следует из того, что если

столбцы определителя линейно зависимы, то определитель
равен нулю.

Следующая лемма имеет важнейшее значение для

линейной теории. Рассмотрим однородную линейную
систему из п уравнений

с непрерывной при х^1 матрицей-функцией А(х).
Лемма 3. Пусть вектор-функции у1 (х), .. ,^уп (х) —

решения системы (6). Если их вронскиан w(x)
обращается в нуль хотя бы в одной точке х0 е /f то эти вектор-

функции линейно зависимы.

Доказательство. Так как и)(х0)=0, то

существуют постоянные си ..., с„, не равные нулю
одновременно п такие, что выполняется тождество (5). Рассмотрим
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вектор-функцию

V(x) = CiU4x)+ ... +сиуп{х), (7)

которая есть решение системы (6) и у {х0) = 0,в силу (5).

Вектор-функция у(х)=0 удовлетворяет системе (7) и

имеет те же данные Коши, что и у (х), так как у (х0) = 0.

По теореме единственности у (х) = у {х), так что у (х) = 0,
a;s/, и из (7) следует линейная зависимость вектор-

функций у1 (х), ... ,уп (х).
Замечание. Для произвольных вектор-функций

утверждение леммы 3 неверно. Например, вектор-функции

УЧаО-С). If'W-Q,
линейно независимы на люоом интервале, поскольку

линейно независимы их вторые компоненты 1, х\
вронскиан этих вектор-функций тождественно равен нулю.

§ 4. Формула Лиувилля

Пусть Y(х) — квадратная матрица порядка п и Д(#) —
ее определитель. Выведем формулу для Д'(;г).

Лемма. Если матрица Y(x) дифференцируема и не*

вырождена в точке х = х0, то в этой точке

l|=sp(ly(a;)y-1(4 (1)

Доказательство. Из формулы Тейлора следу*
ет, что

Y (хо + h) = Y (х0) + hjY{x0) + о (h) (Л-*0).

Отсюда находим

Д (х0 + h) = det [у (х0) + h±Y(x0) + o (h)] =
- А (хй) det [I + hB + о {h)]s

где в = ТхY fo>)'y_1 W- Далее'

det[/ + A? + o(ft)]-l + ASpB + o(A) (ft-0). (2)
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Действительно, этот определитель имеет вид

1 + нъ1г + о (h) hb12 + o(h) ... hbln + о (h)

hbn + o(h) i + hb22 + o(h) ... hb2n + o(h)

kbnl + o\h)
'

mhbJ+o\h)
'

\.'A + Mnn + o\h)\
Произведение любых двух элементов, не находящихся на

главной диагонали, имеет порядок <3(Л2), так что члены

порядка h могут содержаться только в произведении
диагональных элементов, которое равно

(1 + hbn + о {К)) (1 + hb22 + о (/г)) ... (1 + hbnn + о (/г)) =

п

- 1 + h 2 ьп + о (Л) = 1 + h Sp В + о {h).
Hi

Тем самым (2) доказано, так что

А^ + М-А (хп)
-1^ Li2 = Д (Хо) (Sp В + о (1)).

Переходя в этом равенстве к пределу при h -> 0, полу-*
чаем (1).

Рассмотрим линейную однородную систему из п

уравнений

%-М*)9 (3)

с непрерывной на некотором отрезке /

матрицей-функцией А(х).

Теорема. Пусть у1 (х), .. .,уп{х) — решения систе*

мы (3) и w(x) — их вронскиан. Тогда справедлива
формула Лиувилля

w(x) =w {х0) ехр Jsp4(*)d*L (4)

Доказательство. Если решения у1 (я), ..., уп [х)
линейно зависимы, то w(x) =г 0 и формула (4) очевидна.

Пусть эти решения линейно независимы, и Y {х) —
==* (У1 (x)i • •

•» Уп (x))i т. е. столбцы матрицы-функции
Y(x) — вектор-функции yi(x). Эта матрица
удовлетворяет матричному дифференциальному уравнению

%-M*)Yt (5)
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так как ее столбцы — решения системы (3). Имеем из

(1), (4)

^ = Sp (А (х) Y (х) У1 (*)) = Sp А (х).

Интегрируя это уравнение относительно wix), получаем

формулу Лиувилля.

§ 5. Фундаментальные системы решений

Рассмотрим однородную линейную алгебраическую
систему из к уравнений

^ = 0, (1)

где А есть (ттгХ АО-матрица, у = {yv • •., уи). Из
линейной алгебры известно, что существует фундаментальная
система решений #\...3#г системы (1), Эти решения
линейно независимы и всякое решение системы (1)
имеет вид у= сгуг + ... + сгуг,где ci9 •.., ст — произвольные
постоянные. Аналогичные утверждения справедливы для
линейной однородной системы из п дифференциальных
уравнений

"?-А{х)у. (2)

Предположение. Матрица-функция А(х)
непрерывна на отрезке I. Всюду в дальнейшем

предполагается, что x^L

Определение. Фундаментальной системой
решений системы (2) называется набор из п линейно
независимых решений у1 (ж), ,.., уп {х).

Теорема 1. Фундаментальные системы решений
существуют.

Доказательство. Пусть ev ..
м еп — линейно

независимые векторы и у1 (я), ...} у11 {х) — решения
системы (2) с данными Коши

у1 {х0) = elf у2 {х0) = е2Т.,. j уп {х0) = еп.

Вронскиан w(x) этих решений при х
—

х0 равен w (х0) =
«= det (е±1 ..., еп) Ф 0, так как векторы ev ..., еп
линейно независимы. В силу леммы 1 из § 3 решения у1 (я),...
•.., уп {х) линейно независимы, их п штук, а потому они

составляют фундаментальную систему решений.
Теорема 2. Пустьуг(х), ..., уп(х) —

фундаментальная система решений системы (2), Тогда всякое решение
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системы (2) имеет вид

У (*) = СхУ1 (*) + СоУ (х) + ...+ спу" (х)% (3)
где си с2, ..., сп — произвольные постоянные.

Доказательство. Пусть xQ s /f тогда векторы

У1 (xo)i У2 ixo)i • •
¦» Уп (хо) линейно независимы, так как

составленный из них определитель отличен от нуля (§ 3,
лемма 3). Поэтому существуют такие постоянные сА, с2,...
..., с„, что

У (*о) = ci#X («о) + С2У2 (*о) + ... + ^Уп («о)-

Вектор-функция

У (я) = с^1 (х) + с2у2 (х) + .,. + Сяуп (х) (4)

есть решенпе системы (2), и у (xQ) = у (:г0),по построению.
По теореме единственности у (х) = у (я), и из (4)
следует (3).

Эта теорема — фундаментальный результат теории
обыкновенных линейных дифференциальных уравнений.
Формула (3) показывает, что для того чтобы найти все

решения однородной системы (2), достаточно найти толь-*

ко п решений (линейно независимых). Для нелинейных

уравнений все значительно сложнее. Например, если мы

знаем 100 решений скалярного нелинейного уравнения
первого порядка #' = /(#, у), то нет никакого рецепта,
который позволил бы найти еще одно решение по уже
известным.

Придадим другой вид формуле (3). Матрица

У{х)-.{цЧ*)>УЧх)х..->Уп(*))*

столбцы которой — фундаментальная система решений,
называется фундаментальной матрицей системы (1). Как

уже отмечалось в § 4, фундаментальная матрица

удовлетворяет матричному уравнению

*Ш = А(х)?(х) (5)

и невырождена при всех x^L Из формулы (3) следует,
что всякое решение системы (2) имеет вид

у {х) - Y (х) с,

где с —произвольный постоянный вектор.
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Теорема 3. Всякое решение Y{x) матричного
уравнения (5) имеет вид

Y(x)**?(x)C. (6)

Здесь Y(x) — фундаментальная матрица системы (1),
С — постоянная матрица?.

Доказательство. Будем искать решение
уравнения (5) в виде Y(x) = Yix)C(x). Подставляя в (5),
получаем

^Y (х) C(x) + Y (z)±C(z) -A(z)?(z)C(z),

% так как 7(х) — решение уравнения (5), то

?(z)±C{z)~0.
Умножая это равенство слева на У~Чх), получаем, что
dC (Х) С\ П( \

d
— (J, т. е. С\х) — постоянная матрица.

Следствие. Любые две фундаментальные матрицы
системы (1) связаны соотношением (6), где С

—постоянная невырожденная матрица,

§ 6. Неоднородные линейные системы

с переменными коэффициентами

Рассмотрим линейную систему из п уравнений

% = A(x)y + f(z). (1)

Матрица-функция А (х) и вектор-функция f (х)
непрерывны на интервале /.

Теорема. Система (1) имеет частное решение
X

y(x) = Y(x)^Y-1(t)f(t)dt. (2)
*0

Здесь Y(t) — фундаментальная матрица однородной
системы

d? = A(x)?. (3)

Доказательство. Применим метод вариации

постоянных, т. е, будем искать решение системы (1) в виде

y(x) = Y{x)C(x)> (4)
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где с (х) — неизвестная вектор-функция. Подставляя в

(1) и учитывая, что ^—
= А (х) У, получаем

A(x)Y{x)c(x) + Y{x)^ = A(x)Y(x)c(x) + f{x),

откуда находим

^-У-1 <*)/(*).

Так как Y(x) — фундаментальная матрица системы (3),
то ее определитель нигде не обращается в нуль и

потому матрица-функция Г"1 (х) существует и непрерывна
при is/, Интегрируя уравнение для с{х), нахсгдим
частное решение

с{х)= J У"1 (0/(')*•

Подставив это выражение в (4), получим (2).

Замечание. В формуле (2) можно каждую компоненту

вектор-функции Y~x (t) f (t) интегрировать по своему интервалу, т. е.

/-ю компоненту интегрировать по интервалу (я/, х). Этот
очевидный факт играет существенную роль в асимптотической теории
обыкновенных дифференциальных уравнений [12].

Всякое решение неоднородной системы (1) есть

сумма ее частного решения и общего решения однородной
системы. Поэтому, если известна фундаментальная
система решений однородной системы, то отыскание всех

решений неоднородной системы сводится к

квадратурам
— см. (2). В частности, решение задачи Коши

у Ы = у0

для системы (1) дается формулой
к

y(x) = Y (х) У"1 (х0) y<> + Y (х) J У1 (t) f (t) dt. (5)
*o

§ 7. Линейные дифференциальные уравнения
?г-го порядка

1. Уравнения л-го порядка. Рассмотрим неоднородное
скалярное уравнение п-го порядка

у{п) + ах(х)у<п-1> + .., + ап(х)у = fix) (1)
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и соответствующее однородное уравнение

у^ + а?х)у{п-" + ... + ап(х)у = 0. (2)

Предположение. Коэффициенты уравнения
at{x), ..., ап(х) и правая часть fix) непрерывны на от-

резке I.

Перенесем на это уравнение все результаты §§ 4—6.
Определителем Вронского (или вронскианом) системы

функций yt{x), .,., уп(х) называется определитель

Ух(х) У2(х) ••• Уп(*)

v[(*) У2(х) ••• у'пМw{x)

.<»-*>(*) 4n"X)Wvi у%-г) (*)

(3)

Iе. Если w(x0)?*0, то функции у^х), ..., уп(х)
линейно независимы.

Допустим противное; тогда существуют постоянные

си ,.., сп, не равные нулю одновременно и такие, что

CiyAx) + сгуг{х) + ... + спуп(х) = 0. (4)

Дифференцируя это тождество, получаем

Wi (я) + с2у[ {х) + ... + спУп (х) = 0,.

с^Г* (х) + с2у(Гг) (х)+ ...+ СпуХ-» (х) = 0.

(5)

Следовательно, столбцы вронскиана w(x) линейно
зависимы и потому w(x) = 0. Это противоречит
предположению w(x0) Ф 0.

V. Пусть уДя), ..., уп(х) — решения однородного
уравнения (2). Если их вронскиан обращается в нуль
хотя бы в одной точке, то эти функции линейно за-

висимы.

Пусть w(x0) — 0, тогда столбцы вронскиана линейно
зависимы, так что

ciJ/i (*о) + с2у2 {х0) + ... + спуп {у0) = 0,

сД(Гг) (*b) + о2у{Г1) (х0) + ...+ спу(Гг) (х0) - 0,

где числа си с2, • •., сп не все равны нулю. Функция

у(х) = dyM + c2yz{x) +,,, + спуп(х)
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есть решение уравнения (2) с данными Коши

уШ = 0, y'(xQ) = 0, ..., y<n-lKzQ) = 0.

По теореме единственности у(х) = 0 и потому решения
2/i(#), ..., уп(х) линейно зависимы.

Для произвольных гладких функций утверждение 2°

неверно.

Пример 1. Рассмотрим функции

(х2г х^О [0, г>0

которые непрерывно дифференцируемы на всей оси.

Вронскиан этих функций тождественно равен нулю; тем

не менее, они линейно независимы. Действительно, пусть

CtyM + с2(х)у2(х) = 0, д;е{-1, 1].

Полагая х = 1, получаем сА = 0; полагая х = — 1,
получаем с2

= 0. Следовательно, функции г/iU), у2(х) линейно
независимы.

Сведем уравнение (2) к эквивалентной системе ли«

нейных уравнений точно так же, как и в § 1, п. 3;

(01
0 ...

0 0 1 ...

0 0 о ...

-ап{х) —a^ix) -an_0Jx) ...

3°. Пусть у1 (х), *>
•, Уп{х) — вектор-функции с

компонентами (у,(х), y'j(х), • •

•, yfn~v (х)), 1</<», Тогда
этот набор вектор-функций и набор функций yi(x), ...

..., уЛх) одновременно линейно зависимы или линейно
независимы.

Если функции j/i(x), ..., уп(х) линейно зависимы, то

выполняется тождество (4), где не все постоянные с}

равны нулю. Дифференцируя это тождество по х,

получаем (5), п в сочетании с (4) это показывает, что вектор-

функции у1 {х)1 ^»1уп{х) линейно заяшдош. Если
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вектор-функции *Л(#)> *#*1^п(^) линейно зависимы, то

ctfl(x)+ ••• +спуп(х)=0,

где не все числа ch равны нулю. Выписывая первую

компоненту в этом тождестве, получаем (4), т. е. функции
уЛх), ..., Уп(х) линейно зависимы.

Итак, линейная зависимость набора функций (вектор-
функций) влечет за собой линейную зависимость набора
вектор-функций (функций). Переходя в этом

утверждении к отрицанию, получаем то же относительно

линейной независимости.

Фундаментальной системой решений уравнения (2)
называется набор из п линейно независимых решений.

4°. Фундаментальные системы решений уравнения (2)
существуют.

Пусть у1 (х), ¦,., уп (х) — фундаментальная система

решений системы (6). Так как эти вектор-функции
линейно независимы, то линейно независимы их первые
компоненты — функции yi(x), ..., #„(#), в силу 3°, и

потому они образуют фундаментальную систему решений
уравнения (2).

5°. Пусть z/i(;c), ..., уп(х) — фундаментальная
система решений уравнения (2). Тогда всякое решение этого

уравнения имеет вид

у\х) = сху(х) + с2у2(х) +... + спуп(х), (7)

где си с2, ..., сп — произвольные постоянные.
По каждой функции у^х) построим вектор-функцию

yj(#), по формуле (6). Вектор-функции у1 (х), у2(х), ...

..., уп (?) линейно независимы, в силу 3°, и потому

образуют фундаментальную систему решений системы (6).

Поэтому всякое решение этой системы имеет вид (§ 5,
теорема 2)

У {х) = cj/1 (х) + с2у2 (*)+...+ СпУп (х).

Приравнивая в этом тождестве первые компоненты

векторов, получаем (7).
6°. Пусть г/iGr), ..., уп(х) — решения однородного

уравнения (2) и w(x) — их вронскиан. Справедлива
формула Лиувилля:

w(x) =w (х$) ехр I — j аг (t) dt\. (8)
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Действительно, если А(х) — матрица (6), то S$A(x) =
= —аДя) и из формулы Лиувилля (§ 4) следует (8).

7°. Построим частное решение неоднородного
уравнения (1). Введем матрицу-функцию:

/ уг{*) У2(х) "• Уп(хУ

у[ (*) У2 (х) • • • Уп (?)
Y(x)~

уyjn-i) (х) у?п-1)(х) ^Г1^),

которая является фундаментальной матрицей системы

(6), и вектор-функцию / (х) = (0, 0, ,. tl 0, / (х)).
Уравнение (1) эквивалентно системе

d?=A(x)y + f(x).

Ее частное решение дается формулой (1), § 6, так что

частное решение уравнения (1) можно взять в виде

#(*) = Y(x)]Y-Ht)f(t)dt (9)

Индекс 1 означает, что берется первая компонента этой

вектор-функции.
2. Уравненця второго порядка. Рассмотрим уравнение

y"+a(x)y' + Hz)y = 0. (10)

Если г/Дя), yz(z) — решения этого уравнения, то их

вронскиан равен
1 Уг (*) У2 (х) I

I у[ (х) У2 (х) \
и формула Лиувилля принимает вид

\уг(х) У2?х)\

w{x) =

Ух И У2 (х)
= Cexv\—]a{t)dt\, (11)

где С — постоянная. В частности, вронскиан решений
уравнения

y"+q(x)y = Q (12)

есть константа;

I Уг (х) у2 (х) I

у[ М у% (х)
= const. (13)
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Если известно решение у^х) уравнения (12), не

равное тождественно нулю, то второе линейно независимое

решение может быть найдено с помощью квадратуры.

Действительно, в силу (13) имеем

так что для уг(х) мы получили линейное уравнение
первого порядка. Интегрируя это уравнение (гл. 1, § 2,
пример 4), находим частное решение

f dt

У2 (х) - 2/1 (х) ) -Щщ

Рассмотрим неоднородное уравнение

у" +а(х)у' + Ь(х)у = }(х)

(14)

(15)

и найдем его частное решение в предположении, что

известна фундаментальная система решений однородного
уравнения (10). Имеем

Y(x)
Уг (*) У2 (*) 1 / У*%{*) —Уа(*)

так что

Подставляя в (9), находим частное решение

ж=] /(*)
w(t)

dt. (16)

Если нет под рукой формулы (16), то частное реше->
ние уравнения (15) можно найти с помощью метода ва*

риации постоянных. Будем искать решение в виде

у = Ci(x)yi(x) + с2(х)у2(х), (17)

где Ci(x), Ci(x) — неизвестные функции. Имеем

У'=Ъ (*) У[ (*) + 'а И У\ (*) + [с[ {х) ух (х) + сГ% (х) у2 (х)].
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Функции с^х), с2(х) выберем так, чтобы выражение в

квадратных скобках обратилось в нуль. Подставляя yix)
в уравнение (15), получаем

[сг (х) {у[ (х) + а(х)у[ (х) + Ъ (х) у, (х)) + с2 (х) (у"2 (х) +

+ а{х)у[{х) + Ь(х)у2 (х))] + с[(х) у[(х) + c2\(x)y'2(x) = f(x).

Выражение в квадратных скобках равно нулю, так как

Уи Уг
—

решения уравнения (10), и потому для с± (х),
с2 (х) получаем систему уравнений

^i (*) Vi (х) + с2 (х) у2 (х) = 0,

с[ {х) у[ (х) + с2 (х) у2 (х) = f{x).

Решив систему, получим

c'i (х) = — ю'1 (х) f {х) у2 (х), с2 {х) = w-i (х) f (х) уг {х).

После интегрирования и подстановки в (17) снова

получим формулу (16).
Пример 1. Решим уравнение

х2у" +xy'-y = f(x), х>0.

Однор-одное уравнение

zly"+xy'-y = 0

есть уравнение Эйлера (гл. 1, § 5). Будем искать его

решение в виде у
= хк. Подставляя у в уравнение,

получаем определяющее уравнение %2 = 1, так что Xlf 2
= ±1.

Всякое решение однородного уравнения имеет вид

У
= CiX + с2/х.

Найдем частное решение неоднородного уравнения

методом вариации постоянных:

у
= Ci(x)x + с2(х)/х.

На функции Ci(x), с2(х) налагается условие Схх+ с2/х= 0.

Тогда

У' = Ч — Ф23 У* = (с1 — с[/х*) + 2 с21х\

Подставим у, у\ у" в уравнение; при этом заранее
известно, что слагаемые, содержащие с{ и с2, исчезнут. По*

лучаем уравнение
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Из полученных двух уравнений для съ с2 находим

c[ = f{x)/2x\ C2 = -f{z)/2,

так что частное решение равно

X X

Всякое решение уравнения имеет вид

y
= cix + i + y<> (*).

Пример 2. Решим уравнение

хгу" + xy' + y = j{x), х>0.

Как и в предыдущем примере, решение однородного
уравнения будем искать в виде у

= х%. Тогда для X

получим уравнение Х2+1 = 0, так что A,i,2 = ±J, и

фундаментальная система решении имеет вид

Hi = х\ уг
= х~*.

Найдем вещественные решения. По определению (гл. 1,
§ 5, замечание),

х{ = е{ 1п * —
cos In х + i sin In x,

и однородное уравнение имеет фундаментальную
систему решений

tji = cos In х% уг — sin In х.

Для отыскания частного решения воспользуемся

формулой (16). Вронскиан w решений уи уг равен 1/х,

.
т

X
= sin In —,

Ui(t) y2(t)

\Vl(*) ?2Й
так что частное решение равно

X

Уо {х) — J ^ sin ln-y dt.

хо

Всякое решение уравнения имеет вид

у = сх cos In х + сг sin In х + у0(х).
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Пример 3. Решим уравнение

•??"?-/«. г>а

Однородное уравнение (r2i/')' = 0 имеет

фундаментальную систему решений yt = 1, уг = 1/г. Частное решение
возьмем в виде

У
= Ci{r) + —с2{г);

тогда получим

<?;+ -7са
= 0, С2--Г4/(Г).

Следовательно, все решения даются формулой
г г

У - * +7
- Jpe/(P)<*P- т J Р4/ (Р) ЙР-

Данное уравнение можно существенно упростить с

помощью классической подстановки

y
= z/r. (18)

Тогда получим

п уравнение примет вид

z" =rf(r).

Применим подстановку (18) к уравнению

которое можно записать в виде

А -1 г2 ?5 _ *(* + *) о
_ о

га dr
r

dr г2
я ~"v'

Полагая R — z/r, получаем уравнение Эйлера
t*z" -n(n+l)z = 0.

Возьмем z в виде г*; определяющее уравнение есть

кСк— 1) — пЫ+ 1) =0, так что его корни равны А,4 =
— гс+1, я2 = —/г. Следовательно, всякое решение

уравнения (19) имеет вид

д(Г) = Clrn + c2r-n-!.
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Пример 4. Рассмотрим уравнение

x+tfz^fit), (20)

где со > 0 — постоянная, функция fit) Ф const непрерывна

при
—°° < t < о©. Выясним, при каких условиях

уравнение имеет периодическое решение.
Пусть имеется периодическое решение с периодом

Г>0. Тогда fit + Т) =fit), так что /(?) —периодическая
функция. Пусть Т0 > 0 — наименьший положительный

период функции fit), тогда Т = пТ0, где тг>0 — целое
число.

Итак, пусть fit) —- периодическая функция с

(наименьшим) периодом Г0 > 0. Выясним, при каких

условиях на функцию fit) уравнение (20) имеет решение с

периодом Т, где, как показано выше, Т = пТ^ Решим
уравнение (20). Однородное уравнение имеет линейно
независимые решения xt

= cos со?, х2 = sin со?, их

вронскиан равен со, и по формуле (26) находим все

решения:

xit) = Ci cos со? + сг sin Ы + Xoit),
(21)

t

^oW = 7j/ (T)sin ^ (*~ T)dx-
о

Пусть решение xit) имеет период Г>0; тогда

xit + T)=xit) (22)

при всех L Преобразуем интеграл x0it + T), сделав

замену переменной т = и + Г. Учитывая, что fit+ Т) =fit),
получаем

®xQ {t + т) = J sin со {t + Т — т) / (т) dx =
о

t

= J sin со {t — и) / (гг) da = со.г0 (?) +
-г

о

+ J sin со it — и) / (w) cfo,
-г
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В последнем определенном интеграле заменим

переменную интегрирования и на т. Тогда получим

x{t + Т) — x(t) = A cos Ы + В sin со?,

о

А = сх (cos соГ — 1) + с2 sin со Т7 J / (т) sin сот йт,
-т

(23)
В = — сх sin соГ + с2 (cos со Г — 1) + — J /(т) cos сот dr.

-т

Так как тождество (22) выполняется при всех t и

функции cos со?, sin со? линейно независимы, то

Л=0, 5 = 0. (24)

Разрешимость этой системы есть необходимое и

достаточное условие существования Г-периодического
решения. Определитель Д(Г) системы (24) равен

д(Г) = (1 - Cos со Л2 + sin2 соГ.

Возможны следующие варианты.

1. Т ф-^-, где пФ§
—

целое число. Тогда Д(Г)>0,

и уравнение (20) имеет единственное Г-периодическое
решение. Оно дается формулой (21), где ch с2

определяются из системы (25).

Уравнение (20) описывает колебания механической
системы с частотой собственных колебаний со,
находящейся под воздействием внешней Г-периодической силы.

Период Т0 собственных колебаний системы равен Т0 =

= 2я/со. Приведенное выше условие на fit) означает, что

отношение периодов TJT — иррациональное число, т. е.

эти периоды несоизмеримы. В этом случае имеется

ровно одно периодическое решение, все остальные будут
почти периодическими функциями.

2. Т = 2лп/(й, где п?=0. В этом случае период
собственных колебаний Т0 системы и период внешней
силы Т соизмеримы.

Так как cosco77 = l, sincor = 0, то в системе (25) все

коэффициенты при неизвестных си с2 равны нулю, в

силу (24). Поэтому система (25) разрешима тогда и только
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тогда, когда выполняются соотношения

о о

ап = J / (т) cos сот d% = 0Х bn= J / (т) sin сот = О,
2ЯП 2Я71

"~

О) О)

(26)

т. е. функция fit) ортогональна к функциям cos со?, sin со*
на отрезке [—2я/г/со, 0]. Так как Тп = 2ял/со — период

решений однородного уравнения, то все решения
уравнения (20) периодичны с периодом Тп.

Если же хотя бы одно из а„, Ъп отлично от нуля, то

уравнение (20) не имеет решений с периодом Тп. Более

того, в этом случае все решения уравнения (20) неогра-

ничены, т. е. имеется явление резонанса. Действительно,
из формулы (23) следует, что

а„ 2яп Ъ„ 2лп

xa(t + T)-x0(t) = -^Cos^rt-^sm—t,

х0 (t + NT) -хй (t + (N- 1) t) = -^-cos — * - ^-sin— t.

Складывая эти тождества, получаем

х0 (t + NT) = ха (t) + ^ (ап cos^ t - bn sin ^А
Если апФ0, то положим t — О; тогда получим

Na„

x^NT)--^^*, N-+oo.

Если Ьл^О, то положим t = nT/i\ тогда

*& + *')--^—. «¦">¦

Поэтому решение x0(t) неограничено, и так как все

решения однородного уравнения ограничены, то все
решения уравнения (20) неограничены.

§ 8. Понижение порядка линейных
и нелинейных дифференциальных уравнений

1°. Если известно нетривиальное решение
однородного линейного дифференциального уравнения, то его

порядок можно понизить на единицу.
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Рассмотрим уравнение

у(п) + a1Ыl/(n-1, +...+ ап(х)у = 0 (1)

и пусть у^х)Ф0— его частное решение. Сделаем
подстановку

у(х) = yi{x)z(x), (2)

где z(x) — новая неизвестная функция. Рассматривается
интервал, на котором yi(x)?z0. После подстановки
получится однородное линейное дифференциальное уравнение

порядка п относительно неизвестной функции z.

Вычислим коэффициент при z. Так как

«= y{i] (х) z (х) + (производные от z [х))х

то. искомый коэффициент равен

y'f + Ч (х) у(Г1) + ... + ап (х) уг - 0.

Следовательно, уравнение для z(x) имеет вид

b0(z)2(n) + ... + bn-i(2h' = 0

и подстановка z = w превращает это уравнение в

уравнение порядка п— 1.
Если п = 2 и частное решение известно, то

уравнение (1) интегрируется, так как оно сводится к

линейному дифференциальному уравнению первого порядка.
2°. Если известно частное решение однородной

линейной системы

из п уравнений, то ее можно свести к системе из

(я —1)-го уравненпя. Пусть у°(ж)-— это решение и, для

определенности у\ {х) Ф 0. Положим

yAx)^y[{x)zl{x)t
Уг (*) = У\ (я) *1 (2) + z2 (х),

Уп {х) = Уп (z) h (х) + zn {х);

тогда получим систему
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Эта система имеет решение z{(x) ^ 1, z2(x) — ...
= zn(x) s

^0, а потому первый столбец матрицы В(х)
тождественно равен нулю. Поэтому система имеет вид

п

Ч = 2 bkj{x)zj) /с=1, ..., п,

так что в правых частях нет функции zl9 Отбросив
первое уравнение, получаем систему из (п — 1) уравнений
с (гг — 1)-й неизвестной функцией z2, ..«, zn. Если

решение этой системы известно, то функция zt находится из

уравнения
71

«1-2 bii (*)*j-
i=2

3°. Однородное линейное дифференциальное
уравнение порядка п можно свести к уравнению порядка п — 1
(но уже нелинейному) с помощью подстановки

У7 = ш. (3)
Имеем

"'"7" "КГ' »*-*(*'+ "')»»

/" = [(ц/ + и;2)ш + (и?' + w*)']y, •
•..

так что все производные имеют вид yih)=^Ph(w, w\ ...

..., и;1*"1*)^, где РА —многочлен от своих аргументов.

Подставляя в (1), получаем уравнение (п — 1)-то порядка

/Uf w, w\ ..., И7(п-4))«0,

где /—многочлен от и?, и?', ..., и?(п~1) с

коэффициентами, зависящими от х. В частности, линейное уравнение
второго порядка

y'+p(x)y' + q(x)y = 0 (4)

с помощью подстановки (3) сводится к уравнению Рик-

кати

w' + p(x)w + w2 + q(x)=0. (6)

4е. Если уравнение не содержит либо у, либо х, то

его порядок можно понизить на единицу. Рассмотрим
уравнение

/с*, /, у",-.., г/(я,) = о, (6)



§ 8] ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА УРАВНЕНИЙ 199

не содержащее у. Введя новую неизвестную функцию
Р = г/', получим уравнение порядка п — 1:

f{x,p,p',...,p<»-») = 0.

Пусть уравнение не содержит явно х:

F(y, г/, ..... у^) = 0. (7)

Снова введем неизвестную функцию р = у'. Имеем

dy d2y dp dzy d ( dp\
d^
=

Pld?
=

Pdy' d?~Pd~y\P^J

и т. д. Подставляя в (7), получим уравнение

A dP ^1'1р\ л

порядка лг — 1.
5°. Однородные уравнения. Рассмотрим

уравнение

/U, у, у\ ..-, У(п)) = 0, (8)

однородное относительно у, у', ..., у{п\ т. е.

/U, «у, *у', ..., ty<n)) = t*f(x, у, у', .... уп) (9)

при всех t > 0. С помощью подстановки

порядок этого уравнения можно понизить на единицу.

Действительно,

у'-Л', y" = ez{z'2 + z"),...,
так что y{h) = ezPh(z\ ..., zlk)), где Pk —многочлен от

своих аргументов. После подстановки в уравнение (8)

можно вынести за знак функции / множитель ег и

сократить на него» Полученное уравнение не содержит
функции z и с помощью подстановки z' ~w приводится
к уравнению порядка п — 1 — см. 4°.

В частности, уравнение второго порядка, вида

Р(у* у\ у">-о, (Ю)

где Р — однородный многочлен от своих аргументов,
после этих подстановок приводится к виду
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и интегрируется явно, если w' можно выразить через w:

w' = q)(w). Отметим один класс частных решений
уравнения (10): это решения вида у = СеКх. Здесь С —

произвольная постоянная, а К — корень уравнения

Р(1, К Я2) = 0.

Пусть уравнение (8) однородно относительно х и dx,
т. е.

'(**¦*-? *-s)-«(*.i 2)- («)

Сделаем подстановку х = е\ тогда

??_*-**? ^/ _ „-2* 1 (1 _ И г/
dx~* dt* dx2~' dt\dt 1^'ee"

Подставляя в уравнение (8) и учитывая (11), получаем

уравнение, не содержащее независимой переменной t,

порядок которого можно понизить на единицу
— см. 4°.

Пусть уравнение (8) однородно относительно х, у и

dx, dy, d2y, ..., т. е.

/ft*, Яу, у', у",..., j/(n))=№, I/, /, */", .... у<»>). (12)

Введем новую независимую переменную и новую
неизвестную функцию:

х = е\ у = efz.

Тогда получим

$-«-**•(?+»)?•••(?-*+»)¦
и после подстановки в (8) получим уравнение, не

содержащее независимой переменной; далее см. 4°.

Рассмотрим уравнение (8) такое, что

/(Ъ:, \*у% Г-У, ..., 1/(й))=Г/(х, у, г/', .... t/<»>). (13)

Введем новую независимую переменную и новую
неизвестную функцию:.

х = е\ y = zent;
тогда получим

&-м»(!+»)(! + »-0-(я + -*+1Ь
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Подставляя в (8) и используя (13), получаем уравнение,
не содержащее независимой переменной ?, далее см. 4°.

Пример 1. Решим уравнение

не содержащее х явно. Положим у' = р; тогда

v'-P%-f<y)> dp"- = 2f(y)dyi

P* = y'2 = 2lf(y)dy + Cl

и мы получили уравнения с разделяющимися
переменными

%=±\Г2^{у)йу + С.

Это важное для механики уравнение будет подробнее
исследовано в гл. 4, § 5.

Пример 2. Решим уравнение

2yy" = y'2(l + y'2).
Это уравнение не содержит х явно. Положим у' = р;

тогда у" = р j-y
и уравнение примет вид

Это уравнение с разделяющимися переменными;

-(?-тЬ)"-*p2(i + p2)

1п-/-=\п\у\ + С, 4-л-Су,
р +1 р +1

Здесь С — произвольная постоянная, так как исходное

уравнение имеет решение у = 0.

Для вычисления интеграла сделаем подстановку
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Следовательно, решения имеют вид

УСу (1 - Су)- arctg ]/Ц^ = ±х + Сг; у = С.

Интегральные кривые — циклоиды и прямые.

Пример 3. Решим уравнение

Уу"=2(у'У-4уЧуУ,

не содержащее х явно. Полагая у' = р, получаем

ру± = 2р*-4у*р°.

Если р = 0, то у = С Уравнение первого порядка

сведем к однородному с помощью подстановки р = zm.

Порядки однородности входящих в уравнение слагаемых

равны 1+(т — 1), m, 2 + 2лг, так что тя — —2, Полагая

I/ = z~2, получаем

с&
__ 9 у z

¦— — ^ — «^ ——,

ay z у

В этом однородном уравнении сделаем подстановку 2 =

= г/u?; тогда получим

du> 0 / 1 \ и> du> ~dy

_ ^ In 11 _ и,21 = 2 In | г/1 + C\

(1-ы;2)г/4 = С.

Кроме того, имеются решения

w= ±1;*= ±у; р= 7"=2/'; у = "STc'^0**
Впрочем, эти решения получаются из общей формулы
при С = 0. Выражая w через i/', получаем

У' = -Т—г, y-^dy = dx, j?- + ?-x + Clt
у —С у' "У

где С, С* — произвольные постоянные.
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Пример 4. Решим уравнение

xvv"-vv' + (y')\

Это уравнение однородно по у, у', у", т. е. не меняется

при замене этих функций на ty, ty\ iy"щ Поэтому
сделаем подстановку

У'
7. „> у" ,2,

— = 2; z = z ,

у У

получим уравнение Бернулли

z(z' + z2) = z + z\

Сделав подстановку (гл. 1, § 2) w = 1/z, получим
линейное уравнение

w Н w = 1 .

.г а;

Решения однородного уравнения равны w = C/x.
Применяя метод вариации постоянных, найдем частное

решение неоднородного уравнения:

_С(х) СЧг)_1 1 , *2
а;

л
х а;

Следовательно,

С
х

х
, 2х у'

w = —ь-г — 1; 2 = -^
= —

^2 а;2_2а: + С 1/

2а: dx
In ич+сх-^-пг2z + C

Последний интеграл выражается через элементарные
функции.
Пример 5. Решим уравнение

5(iT)2-3*/Vv = 0.

Пол'агая у" = 2, получаем уравнение

5z'2 - 3zz" = 0,

не содержащее х явно и однородное по z, z', z".
Воспользуемся последним свойством и сделаем подстановку
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ъ = ё*\ тогда получим

2w'2 — 3w" = 0; w' = и, и' = -|- гг2,

Здесь и ниже Cj — произвольные постоянные.

Интегрируя, получаем

у - -4С2(я + С,У1г + Съх + С4.

Интегральные кривые при С2 ?= 0 — параболы. Кроме
того, имеются решения

и = 0; w = Cb = y"; у^^-х2 + С^х + Сг

Заметим, что исходное уравнение имеет вид

((y'W-O.

Это общее уравнение парабол, т. е. любая интегральная
кривая — парабола (или прямая

— случай вырождения),
и уравнение любой параболы — решение данного
уравнения.

§ 9. Нули решений однородных линейных уравнений
второго порядка

1. Приведение уравнения к двучленному виду.
Рассмотрим уравнение второго порядка

у"+а(х)у' + Ъ(х)у~0 (1)

на отрезке /=[а, р]. Коэффициенты аЫ, Ь(х\
вещественны и непрерывно дифференцируемы при x^L

Уравнение (1) имеет очевидное решение i/WsO^
будем называть его тривиальным. Нас интересуют нули

вещественных нетривиальных решений уравнения (1).
Это уравнение можно привести к виду, не содержащему
первой производной, с помощьйэ подстановки

у{х) = y(x)z(x), (2)

где z(x) —- новая неизвестная функция. Подставляя (2)
в уравнение (1), получаем

cpz" + (2Ф' + аф' + (ф" + aq>' + Ъф = 0,
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и если 2ф' + аф = 0, то коэффициент при z обратится
в нуль. Итак, подстановка

у [х) = ехр dt z{x)

приводит уравнение (1) к двучленному виду:

Функции у{х) и z(x) имеют одни и те же нули.

Будем рассматривать уравнения вида

у" +q(x)y = 0,

функция q(x)> непрерывна и вещественна на отрезке /.

Лемма. Всякое нетривиальное решение уравнения
(3) может иметь на отрезке I не более конечного числа

нуъей.
Доказательство. Допустим, что решение у(х) Ф 0

имеет бесконечно много нулей хи х2, ..., хпч ... на

отрезке /. По лемме Больцано — Вейерштрасса
последовательность {xj имеет предельную точку #* *= /. Не
ограничивая общности, можно считать, что хп -+ х* при п -+

-*• °°. Так как i/Un)=0, то у(х*)—0, по непрерывности.
По теореме Ролля на интервале (хп, хп+0 имеется точка

х'п такая, что у'(х'п) = 0. Так как х'п-+х*,то у'(х*)=0.
Итак, !/(#*) = 0, у (х*)=0 и по теореме единственности

y(x)z=0; это противоречит предположению у(х)Ф0.
2. Теорема сравнения. Рассмотрим уравнение (3), где

q
— постоянная.

1°. Пусть q < 0, тогда всякое решение имеет вид

у = С^Ш* + C2e-VM*.
Это решение может иметь не более одного нуля.

2°. Если q > 0, то всякое решение имеет вид

у
= Ci cos ll qx + C2 sin Tl qx.

Любое решение имеет бесконечно много нулей, причем

расстояние между соседними нулями равно я/Уд и оно

тем меньше, чем больше коэффициент q.
На основании примера можно сделать следующий

эвристический вывод: решение уравнения (3) колеблется
тем чаще, чем больше q(x).
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Этот вывод правилен, как показывает

Теорема сравнения. Рассмотрим два уравнения

»! + ?i И 01 = 0,
//ч

#2 + ?2 И 2/2 = 0

с непрерывными и вещественными на отрезке I = [а, Ь]
коэффициентами. Если

q^x) ^ д2(я), же/, (5)

го между двумя соседними нулями любого

нетривиального решения у^х) лежит по крайней мере один нуль
любого решения у2(х).

Доказательство. Пусть хи х2 — соседние нули

решения уМ\ можно считать, что г/Дя) >0 при хх<
<х<х2. Допустим, что у2(х) не обращается в нуль на

отрезке [хи х2]; тогда можно считать, что у2(х)>0 на

этом отрезке. Умножим первое из уравнений (4) на у2(х),
второе на yt(x) и вычтем из первого уравнения второе.
Получим

Vi (*) 02 (х) — 02 (*) У1(*) + (?i (*) — ft («)) 0i (х) Уч {х) = 0.

Проинтегрируем это тождество от xt до х2. Так как

01 02
— УгУх = (0102 — У1У2У

и поскольку i/i^i) = yi(x2) = 0, то получим

[01 fo) ^2 («а) — У1 («1) 02 (*i)] +
*2

+ J [?1 (*) — ?2 (*)] 01 («) 02 (^ Ж* = 0. (6)
*1

Так как J/iOrJ = уМ2) = 0 и уДя) >0 при Xi<x<x2,
то ^i (#i) > Од 0i (0г) < 0, так что выражение в квадратных

скобках отрицательно (напомним, что у2(х) > 0 на отрезке

[хи х2]). Поскольку yt{x) > 0, у2(х) > 0 на отрезке L#i, х2\
и qt(x) — q2(x) ^ 0, в силу условия (5), то интеграл в

формуле (6) неположителен. Следовательно, левая часть

равенства (6) отрицательна; полученное противоречие
доказывает теорему.

Следствие 1. Если q(x)^0, то любое решение
уравнения (3) может иметь не более одного нуля.

Применим теорему сравнения, полагая q^x) = q(x),
дгЫ^О. Допустим, что решение у^х) имеет два нуля
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#i, хг. Тогда на отрезке [хи х2] обязано обратиться в

нуль любое решение уравнения Уг{х) = О — это неверно,

например, для решения у2(х) = 1.

Следствие 2. Нули линейно независимых решений
уравнения (3) перемежаются.

Это означает, что строго между любыми двумя
соседними нулями решения у^х) лежит ровно один нуль
решения уг (х).

Доказательство. Пусть уАх), у2(х) — линейно
независимые решения уравнения (3). Они не могут иметь

общих нулей: если yi(x0) = у2(х0) =0, то вронскиан этих

решений равен нулю в точке х01 что противоречит их
линейной независимости. Пусть хи х2 — соседние нули

решения у{(х). В качестве уравнения сравненвд для (3)
возьмем его же, т. е. qt(x) « q2(x) = qix) в (4). По
теореме сравнения между xt и х2 лежит нуль хг решения

у2(х). Если бы решение у2(х) имело еще один нуль х»^

е (#i, х2), то, по доказанному выше, решение ySx)
имело бы нуль, лежащий между хг и xL. Это противоречит
тому, что хи х2

—

соседние нули.

§ 10. Элементы аналитической теории
дифференциальных уравнений. Уравнение Бесселя

1. Уравнения с аналитическими коэффициентами.
Рассмотрим линейное однородное дифференциальное
уравнение второго порядка

у" +p(x>y' + q(x)y = 0, (1)

коэффициенты которого
— степенные ряды:

оо те

Р(*) = 2 Рп(* — а)п, q{x)= 2 q„(х — а)п.
71=0 Я=0

Напомним основные сведения о степенных рядах

[26, 33]. Пусть ряд

/(*)= 2/*(*-«)* (2)

сходится хотя бы в одной точке Ъ Ф а. Тогда существует
число R>0 такое, что ряд (2) сходится при \х — al<R
и расходится при \x — a\>R (если i? = °o? то ряд
сходится при всех х). Число R называется радиусом
сходимости степенного ряда. Здесь х может принимать как
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вещественные, так и комплексные значения, так что

область \х — а\ <R при R конечном есть круг в

комплексной плоскости х радиуса R с центром в точке а. Этот

круг называется кругом сходимости степенного ряда (2).

Функция fix) называется аналитической в круге
\x — a\<R, если она разлагается в степенной ряд (2),
сходящийся в этом круге.
Теорема единственности. Если степенные ряды

оо с»

2 ап (х — а)п, 2 Ьп (х — а)п сходятся в круге \х — а [<R и

71=0 71=0

оо оо

2 ап {х — а)п = 2 *п (з — a)ni
71=0 П=0

б зголг круге, то

Оъ
= Ьп (и = 0, 1, 2, ...).

Если Д — радиус сходимости степенного ряда (2), то

этот ряд сходится абсолютно и равномерно в любом

меньшем замкнутом круге \x — a\^Rf<R. Степенной
ряд можно почленно дифференцировать любое число раз,

и все продифференцированные ряды имеют тот же

радиус сходимости.

Теорема 1. Пусть коэффициенты р(х), qix)
уравнения (1) аналитичны в круге \х — а\ < R. Тогда всякое

решение у(х) уравнения (1) аналитично в этом круге,
т. е. разлагается в степенной ряд

00

у{х)= 2 Уп (х - а)п, (3)
71=0

сходящийся в круге \х — а\ <R.
Доказательство этой теоремы см. в [1, 28]. Эта

теорема справедлива для линейного дифференциального
уравнения любого порядка п:

у(я> + а,{х)у^ + ... + ап(х)у - 0.

Если коэффициенты а^х), ..., ап(х) аналитичны в круге
\х — а\ <R, то все решения этого уравнения аналитичны
в этом круге.

Вернемся к уравнению (1). Теорема 1 ценна тем, что

дает возможность проинтегрировать уравнение (1), т. е.

построить решения этого уравнения в виде степенных

рядов. Пусть а =* 0, для простоты. Будем искать реше-
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ние в виде ряда по степеням х с неопределенными

коэффициентами
со

У (*) = 2 Упхп. (4)
71=0

Подставляя в уравнение (1), получаем
оо оо оо

Ця(«-1) УпХп-2 + 2 РтХт 2 ЩпХП~1 +
71=3 W=0 71== 1

ОО оо

+ 2 ЧтХт 2 J/n*n = 0.

Обе части этого тождества
— степенные ряды, и по

теореме единственности все коэффициенты ряда, стоящего
в левой части, равны нулю. Приравнивая нулю
коэффициенты при степенях #°, х\ xz, ..., получаем

рекуррентную систему уравнений для неизвестных уй1 уi, ...:

qoijo + Р0У1 + 1 -2i/2 = 0,

Qiyo + (q<> + Pi)yt + 2/?0г/2 + 2 • 3i/3 = 0,
(5)

n

2 ^п-ьг/л + № +1) Pn-fti/^+i] +

+ (w + 1) (n + 2) г/п+2 = 0, ...

Первые два коэффициента yQi i/i можно задать
произвольно (это эквивалентно постановке задачи Коши г/(0) =
= Уо, 2//(0) = 1/1). После этого из первого уравнения
находим 1/2, затем из второго находим у3 и т. д. Точно так же

находятся решения однородного линейного
дифференциального уравнения п-го порядка с аналитическими

коэффициентами.
Пример. Найдем решения уравнения Эйри

у"-ху = 0. (6)

Будем искать решение в виде ряда (4). Подставив ряд
в уравнение, получим

оо

2 [п (п -1) упх*-* - упхп+Ч = 0,

и для коэффициентов у) получим рекуррентную систему

Уг = 0; Уп+в = Jf+ЩГ+Щ'*
п = °lil 2l *''
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Положим i/o = 1, z/i = 0, тогда

У2
= г/4 = г/5 = у7 = у8 = ...

= О,

т. е. отличными от нуля будут только коэффициенты г/3&.

Имеем

7/ yjh т.
_

л л

Удк+з — (ЗА; + 2)(ЗА: + 3)'
л ~~

Vl ij * * #i

откуда находим
1

Узк~~
(2.3).(5-6) ... [(3* —1)ЗА]

'

Тем самым построено решение

со

, v
_ у *^УЛХ) — ? (2.3Ы5-6) ... f(3n-l)3n]

'

71=0

Второе линейно независимое решение получим,

положив г/о
= 0, г/i — 1. Тогда отличными от нуля будут толь-

ко коэффициенты г/зм-ь Имеем

7У
узь+1 т.

__ п А

Узк+4. — @к + з) (ЗА + 4)'
л — v, 1, ...,

откуда находим

/ х V *3n+1
У2 (*) = 2d (3-4).(6-7) ...[Зл(Зи + 1)]

'

Оба ряда уЛх), у2(х) сходятся при всех

комплексных х. Действительно, коэффициент х уравнения
—

функция, аналитическая при всех а; и в силу теоремы 1 все

решения уравнения Эйри аналитичны при всех х.

2. Регулярные особые точки. Многие задачи
математики, механики, физики приводят к уравнениям второго

порядка, вида (1), коэффициенты которых
—

рациональные функции

р{х^?щ> q[x)=i^v (7)

где Pj(x), qj{x) — многочлены. Можно считать, что эти

дроби несократимы; тогда в точках, в которых р2(х) = 0
или q2(x) = 0, хотя бы один из коэффициентов
уравнения (1) обратится в бесконечность. Такие точки

называются особыми точками уравнения (1). Решения
уравнения (1) будут, вообще говоря, иметь особенности в этих
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точках. Изучение поведения решений вблизи особых
точек — это один из разделов аналитической теории
дифференциальных уравнений, с которой можно

познакомиться по монографиям [1, 28, 45].
Простейшие особенности — это так называемые

регулярные особые точки.

Рассмотрим уравнение второго порядка

(х - а)2у
"

+ (х - а)р(х)у' + q(x)y = 0, (8)

где а — комплексное число. Если функции р(х), q(x) ана-

литичны в некотором круге U — а\ <Л, и точка а —

особая, то а называется регулярной особой точкой.

Простейший пример уравнения, имеющего

регулярную особую точку —это уравнение Эйлера (гл. 1, § 5)

х2у" + аху' + Ьу = 0.

Точка х = 0 — регулярная особая, если (а, Ь) =И= (0, 0).
Если корни A,i, %2 определяющего уравнения (гл. 1, § 5)

М-1) + Л + Ь = 0

различны, то уравнение Эйлера имеет фундаментальную
систему решений уг= х"1, у2 = х2. Будем рассматривать
эти решения при положительных х и пусть Ки ta
вещественны. Выясним характер особенности решения. Если

hi < 0, то lim ух (х) = оо, т. е. х = 0 — особая точка ре-

шения у^х). Если Xi > 0 и %i — нецелое, то lim у^ (х) =
а:->+0

= ooJ если /c>[Aj (целая часть числа Xi), так как

у[Ю {х) - Хх (Ххг- 1) ... (К, - А + 1) xki~h

и Xi — к < 0. В этом случае точка х = 0 будет особой

для всех производных у^} (х), А> [XJ.
Оказывается, что структура особенностей решений

уравнения (8) в окрестности регулярной особой точки

такая же, как и для решений уравнения Эйлера. Пусть
а = 0; рассмотрим уравнение (8) на полуоси х > 0.
Будем искать решение в виде

оо

У = х* 2 упхп (9)
71=0
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с неизвестными X, */0, уи ..., где у0 Ф 0. Имеем

у" = 2 (» + л) (л + я -1) j/„zn+*-a.
п=о

После подстановки в уравнение (8) и сокращения на х%

получим

уЛ& -1)+м+?oi + и»itxa+1)+Ро(х+1) + ?0] +

+ у<Дл + ?о)> + ... + жп{у„[(Х + /г)(К + п - 1) +...

... + /?<Д + /г) + gr0] + ... + уоСкро + до)) = 0.

Приравнивая нулю коэффициенты при степенях х,

получаем рекуррентную систему уравнений

1/о/о(Я)=0,

(10)

tfn/tM + n) + y»-i/i(X + /г - 1) +

+ y»-a/i(A + /г - 2) + ... + ^/n(X) = 0,

где обозначено

/оМ =М - 1) + М + ?о, /*(Я) = Ьр* + qh (к> 1). (И)

Так как у0 Ф0, то Я должно удовлетворять уравнению

т-1)+М+?о = 0, (12)

которое называется определяющим. Пусть Xi, Я2 — корни
этого уравнения.

Iе. Разность Xi — Я2 не есть целое число. Тогда
1о(%1 + п)Ф0, /о(А,2 + п) Ф0 ни при каком целом 7г>0.
Полагая Х~=Х{ в уравнениях (И), можно

последовательно найти коэффициенты уи у2, ... (аналогично при

2°. A^i — %z = т — целое число. Пусть т > 0, тогда

/о(^1 + /г)=^0 ни при каком целом п>1, и при X = Xi
система (И) разрешима. При Я = А,2 имеем f0(X2 + m) =*

e/o(^i)=0, так что становится невозможным найти

коэффициенты ут, ут+1, .... В этом случае второе решение
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можно найти по формуле Лиувилля:

У% (*) = Ух (х) j У72 (t) ехр - J Ггр (?) dt\ At. (13)

Это решение может содержать логарифм In х (см. п. 3).

Теорема 2. Пусть функции р(х), q(x) аналитичны

в круге \х — а\ <R. Если разность К{ — ^ корней
определяющего уравнения не есть целое число, то уравнение

(8) имеет два линейно независимых решения вида

у1 (х) = {х — afi zx (ж), у2 {х) = (х — а)к2 z% {х), (14)

где Zi(x), z2(x) — аналитические в круге \x — a\<R
функции. Если А/1 —^2 есть неотрицательное целое число,
то уравнение (8) имеет решение у{(х) вида (14).

Доказательство см. в [28]. Аналогичные утверждения
справедливы для линейных дифференциальных
уравнений тг-го порядка

(х - а)Уя) + (х- а)п-*р{(х)у<п-{) + ... + рп(х)у = 0. (15)

Точка а называется регулярной особой точкой этого

уравнения, если функции Pi(x), ..., рп(х) аналитичны в

некотором круге \х — а\ <R (и точка а — особая). Будем
искать решение в виде степенного ряда (9) (при а = 0),
тогда для К получим определяющее уравнение

%(к -1).. .а - л+1)+м -1)...

.. .а - п + 2)pi(a) + ... + Рп(а) = 0. (16)

Теорема 3. Пусть разности Xj — Xk, j Ф /с, корней
определяющего уравнения не являются целыми числами.

Тогда уравнение (15) имеет фундаленталъную систему

решений вида

УЗ (х) = (х- а?3 *, (*), 1 < / < п. (17)

еде Zi(x), ..., zn{x) — аналитические в круге \х — а\ < R

функции и Zj{a) Ф 0, / = 1, 2, ..., 7г.

Рассмотрим линейную систему из п уравнений

{х-а)% = А{х)у. (18)

Точка а называется регулярной особой точкой этой

системы, если все элементы матрицы-функции А(х)
аналитичны в некотором круге \х — a\<R и A(a)?s0.
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Пример. Рассмотрим систему

* g = Л» (19)

с постоянной матрицей А. Подстановка х = е* приводит

систему к виду у = Ау, Пусть собственные значения

^i, ..., Яп различны, тогда все решения системы (19)
даются формулой

п

у {*) = 2 срк1ву

Здесь ev •.., еп — собственные векторы матрицы А и

Си ...» сп
—

произвольные постоянные.

Будем искать решение системы (18) в виде

у{х)-{а-а)ь%{х-а)Ьу\ (20)

где К — неизвестное число у0, у1, ..., yh, ...
—

неизвестные постоянные 7г-векторы. Каждый элемент ац(х)
матрицы-функции А (х) разлагается в степенной ряд

оо

ft=0

так что матрица-функция А{х) разлагается в ряд
оо

А{*)= %{х-а)кАк.
fe=0

Здесь Ah есть постоянная (тгХтг)-матрица с элементами

ajlK. Подставив ряд (20) в систему (19) и приравняв

коэффициенты при одинаковых степенях х — а, получим

рекуррентную систему уравнений

(А, + *)у*=2М#*->, * = 0,1, ...

3=0

Первое уравнение имеет вид

А(а)у° = Ху*

(мы учли, что А0 = А(а)), так что % должно быть
собственным значением, а вектор у0 должен быть

собственным вектором матрицы А. Определяющее уравнение при-*
нимает вид

deta/-4(a))=0. (21)
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Теорема 4. Пусть разности А,,
— Ял, / ^ А*, корней

определяющего уравнения не являются целыми числами.
Тогда система (18) имеет фундаментальную систему
решений вида

yi (Х) = (х _ а)V (*), 1 < / < л, (22)

гЗе 21 (л:), ...,
zn (х) — вектор-функции с аналитическими

в круге \х — а\ <R компонентами.

Доказательство теорем 3, 4 и дальнейшие сведения по

аналитической теории обыкновенных дифференциальных
уравнений читатель сможет найти в [1, 28, 51].

3, Уравнение Бесселя. Это уравнение вида

хгу" +xy' + (x2-v2)y = 0. (23)

Его решения называются функциями Бесселя порядка v.

В уравнении (23) v — постоянное (вообще говоря,
комплексное) число; мы будем считать v вещественным.

Функции Бесселя — столь же частые гости в задачах физики
и механики, сколь синусы и косинусы.

С помощью подстановки у = z/1/x уравнение (6)
приводится к виду

которое называется приведенным уравнением_ Весселя^
В частности, при v = ±l/2 функции sin;z/Y#, cos#/^#
являются решениями уравнения Бесселя (23). Свойства

функций Бесселя во многом схожи со свойствами

тригонометрических функций.
Уравнение Бесселя имеет особенность при х = 0, и эта

точка — регулярная особая.

Найдем решения уравнения Бесселя. Будем искать

решение в виде

00

у (г) - а* 2 упхп, (24)
п—о

где yQ Ф 0. Проделаем все выкладки формально, а затем

проверим, что полученные ряды сходятся и удовлетворяют
уравнению. Подставляя (24) в (23) и приравнивая нулю

коэффициенты при степенях х, получаем бесконечную
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систему уравнений

ljQ№ - v«) = о, уШ + I)2 - v2] = О,

z/2ia+2)2-v2J-t/o = o,..., i/n[a + n)2-v2]-i/n-2 = o,...

Так как уй Ф О, то из первого уравнения находим Xlt 2
=

= ±v. Пусть v > 0. Положим Я = v. Тогда yt = 0, ys =

= 0, ..., т. е. все угп+1 = 0. Далее,

У2П-2

откуда находим

(-1)4
J/2n=

кпп\ (v.+ l) ,..(v + w)

Итак, мы получили решение

, ч у V (- 1)П (*/2)2"
2/iW-2/o^ Zi *i(v + l) ...(v4-n)#

В силу тождеств для гамма-функции Эйлера

Г(у + п + 1) = (v + п)... (v + l)r(v + 1), Г(л + 1) - п\

можно у^х) записать в виде

v м-Сх*У (-Dn(*/2)2n 125)

Аналогично, полагая Я ——v, получаем при v нецелом

v (Х\-С х-* У (-1)*(*/2)2" /05'\

При Я = —v и v целом формула (25) непригодна, так

как знаменатель может обратиться в бесконечность,
и в этом случае второе линейно независимое решение
у2(х) содержит In х.

Пусть v > 0 нецелое. Тогда ряды (25), (250 сходятся

при всех х (по признаку Даламбера). Наконец, решения
уЛх), г/гЫ линейно независимы, так как yt(x) -* 0,
у2(х) -* с» при х -> +0.

Общепринято следующее обозначение:

j м-У (-Dn(^)2n+V ш
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так что Л(х), J-vOz) при v нецелом образуют
фундаментальную систему решений уравнений Бесселя.

Если v = п — целое число, то одним из решений будет
функция Бесселя /п(#), а второе решение можно

построить с помощью формулы (13). Это решение
содержит In х.

В гл. 7, § 3 мы исследуем поведение функций
Бесселя при #-*<». Функциям Бесселя посвящена обширная
математическая литература.

§ 11. Уравнения с периодическими коэффициентами

1. Теория Флоке — Ляпунова. Рассмотрим однородное
линейное дифференциальное уравнение второго порядка

у
"

Ы + а(х)у'(х) + Ых)у(х) = О, (1)

коэффициенты которого непрерывные периодические с

периодом со > 0 функции:

а(х + со) = а(х), Ых + со) = Ь(х).

Теория обыкновенных линейных дифференциальных
уравнений и систем была разработана Г. Флоке и А. М.

Ляпуновым. Основу этой теории, применительно к

уравнению (1), составляет

Теорема Флоке —Ляпунова. Уравнение (1)
с периодическими коэффициентами имеет

фундаментальную систему решений либо вида

Ух {*) = e*ixPl (*), у2 (х) = ех**р2 {х), (2а)
либо вида

yi(x) = е%хрх{х), у2(х) = еНхр^х) + р2(х)]. (26)

Здесь pj(x) — периодические с периодом со функции, Xj,
% — постоянные.

Решения вида (2а) обладают следующим свойством:

#(#+со) = ру(х), (3)

т. е. при сдвиге на период решение умножается на

постоянную р. Числа Xi, Х2 называются

характеристическими показателями, а числа ри р2 называются

мультипликаторами и связаны с А,1э %2 соотношениями

Рх-в'Л Р* = еХЛ (4)
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Лемма. Если у{х) — решение уравнения (1), то

z/Oz + co) также будет его решением.
Действительно, заменяя х на я+со в уравнении (1)

и учитывая периодичность коэффициентов а(«г), Ъ(х),
получаем

у
"

(х + со) + а{х)у'(х + со) + Ъ(х)у(х + со) = 0.

Докажем теорему. Пусть Y(x) — фундаментальная
матрица уравнения (1):

/у± (*) У2 (*)
Y (х) = /

, ч
/

, ч

Тогда матрица У(а: + со) — фундаментальная.
Действительно, функции i/iU + co), уг(х + со) — решения
уравнения (1). Определитель этой матрицы равен w(#+co), где

и; (я) — вронскиан решении yi(x), у2(х), и потому не

обращается в нуль. Следовательно (§ 5)

Y(x + со) = Y(x)C, (5)

где С — постоянная невырожденная матрица. Возможны

два варианта
А. Матрице^ С приводится к диагональному виду1 т. е.

существует невырожденная матрица Т такая, что

Г-СГ-Л-(*
'

Положим Y(x) = ?(х)Т~\ тогда матрица F(x) —
фундаментальная и Т(х + со) ="Г(я)Л. Следовательно,

уДя + со) = pi^i(^), у2(х + со) = ргуг(х)>
Числа pi, р2 отличны от нуля, так как матрица С

невырождена. Введем числа Хи Я2 по формулам (4)*) и

положим р;Ы = yi(x)e~kix, j = 1, 2. Тогда

й (ж + со) = е'^е'^р^ (ж) = р,- (ж),
т. е. Pj(x) — периодические с периодом со функции, и

решения уи у2 имеют вид (2а). Числа К} определяются не

однозначно, а с точностью до слагаемого 2ш7г/со, & =
= 0, ±1, ±2, ...

*) Число р можно представить в виде р = aeia, где а > 0,

а вещественно. Если положить Я = — (In р + ?а), то егаа = Р»
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В. Матрица С приводится к жордановой нормальной
форме, т. е. существует матрица Т такая, что

Тогда для матрицы Т(х) = Y(x)T выполняется тождество

FU+ со) = FU)7, откуда следует, что

у^Х + СО) = pZ/i(#), у2(х + со) = руг(х) + Z/iU).

Отсюда, как и в случае А, следует, что

yi(x) = eKxpi(x),

где ^ш = р, pi(x) есть со-периодическая функция. Полагая
q(x) = е^ху2(х), получаем

q(x + со) — q{x) — p^piix).

Рассмотрим функцию
qt(x) = q(x) + dxpL(x),

где d — постоянная. Имеем

qt(x + со) — q^x) = (dco + р""1)/^),
так что функция q^x) будет со — периодической, если

d = — (рсо)"1. Следовательно,

q№—-^рЛ*) + яЛ*)*

Умножив решение у2(я) на —рсо и обозначив —рсодДя) ==

*=р2(х), получим второе из решений (26).
Следствие 1. Мультипликаторы ри р2 являются

корнями уравнения

det(y(co)-p7(0))=0, (6)

где Y(x) — фундаментальная матрица уравнения (1).

Действительно, мультипликаторы
— собственные

значения матрицы С (см. (5)), т. е. корни уравнения
det (С — рЛ = 0. Полагая ж = 0в тождестве (5), получаем
С = У~ЧО)У(со) и уравнение (6) для р.

В частности, мультипликаторы не зависят от выбора
фундаментальной матрицы Yix).

Следствие 2. Справедливо тождество

PiPa-exp — J a{t)dt\. (7)
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Доказательство. Пусть Y(x) — фундаментальная
матрица уравнения (1) и wix) — ее вронскиан. Уравнение
(6) имеет вид

р2ш(0)+4р + ы;(а))=0,

так что pip*^ и^оОигЧО), и из формулы Лиувилля
(§ 7, (И)) следует (7)

Следствие 3. Если коэффициенты уравнения (1)

вещественны, то мультипликаторы либо вещественны^
либо комплексно сопряжены:

pa
—

pi. (8)

В зтом случае матрицу Y(x) можно выбрать
вещественной, и квадратное уравнение (6) будет иметь

вещественные коэффициенты.
Рассмотрим более подробно один из наиболее важных

классов уравнений второго порядка:

y"+q(z)y-0. 09)

Теорема. Пусть q(x) — вещественная
(^-периодическая функция. Тогда возможны два варианта
расположения мультипликаторов уравнения (9) на комплексной

плоскости р:
1°. Оба мультипликатора вещественны и образуют

пару р, 1/р.
2°. Оба мультипликатора лежат на единичной

окружности и образуют пару р
= ef<p, р

= е~"'ф, ср вещественно.
Доказательство. Если один из мультипликаторов

веществен, то имеет место случай 1°,_в силу соотношения

Ptp2
= 1. Пусть Im р! Ф 0, тогда р2

=

pi и так как рАр2
в 1,

то Ipil'2 =* 1р212 = 1, откуда следует 2°.

Рассмотрим систему из п уравнений

А?-А{х)У- (Ю)

Теорема Флоке — Ляпунова. Пусть элементы

матрицы-функции А(х)— непрерывные периодические с

периодом со функции. Тогда всякая фундаментальная
матрица Y(x) системы (9) имеет вид

Y(x)=P(x)exB. (И)

Здесь В —постоянная матрица, элементы матрицы Р{х)

периодичны по х с периодом со.
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Наметим доказательство (подробнее см. [28]). Те же

рассуждения, что и выше, приводят к тождеству (5), где
С — постоянная невырожденная (п X 7г)-матрица. Поэтому
существует матрица В такая, что ешВ = С (§ 2). Положим

Р(х) = Y(x)e~xB, тогда

Р(х + со) = Пх)Се-*ве-хВ = Р(х),

т. е. Р(х) есть периодическая с периодом со матрица-
функция.

2. Зоны устойчивости и неустойчивости. Различные

физические и технические задачи приводят к уравнениям

второго порядка, содержащими вещественный параметр
к > О, вида

~y"+q(x)y = k2y (1Й
или вида

I/" +k2q(x)y = 0. (13)

Здесь q(x)— вещественная со-периодическая функция.
К уравнению вида (12) приводит, например, задача о

движении квантовомеханической частицы в периодической
кристаллической решетке, к уравнению вида (13) — задачи
о распространении электромагнитных или звуковых волн

в средах я периодическими свойствами.

Физическая постановка задачи приводит к условию:

решение у(х) должно быть ограничено на всей оси —<» <

< х < °°. Это условие не может выполняться на полуоси

вида к > к0 (за исключением очевидного случая q(x) ^
= const, который мы далее не рассматриваем). По

определению, точка к2 принадлежит гоне устойчивости, если

все решения уравнения (12) (или (13)) ограничены при
—оо < х < о©, и принадлежит зоне неустойчивости в

противном случае. Из вида решений (2а) следует, что точка

к2 принадлежит зоне устойчивости, если

Ipil-lpal^l, pt^pi. (14)

Действительно, в этом случае, в силу (3),

\у^х + (о)\ = 1р;11г/;Ы1 = lj/j(x)\, 7 = 1, 2,

и потому решения уДя), у2(х) и все их линейные

комбинации ограничены на всей оси х. Если же Ip^l^l, то

точка к2 принадлежит зоне неустойчивости. Пусть IpJ >
> 1, для определенности (напомним, что Р1Р2

= 1), тогда
из (3) имеем

\у,(х + п(*)\ = |р1|п|у1(ж)|.
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Фиксируем точку х0 такую, что у^х^ФО, тогда

|z/i(:ro +лю)| ->¦ оо при п->оо, и решение у{(х) не

является ограниченным.
К сожалению, единственный пример интегрируемого

уравнения вида (12) или (13), где q(x) — элементарная

функция, есть уравнение с кусочно постоянной функцией
qix). Но даже в этом случае анализ зон устойчивости и

неустойчивости оказывается весьма сложным. Проще всего

этот анализ проводится в примере, принадлежащем
П. Дираку [52].

Рассмотрим уравнение

У" + к2-U 2 Ь(х — тиа) J/ = 0, (15)

где U Ф 0 — постоянная и б есть дельта-функция Дирака
(§ 12). Функция q(x), входящая в уравнение (15),
называется дираповспой потенциальной гребенкой [52J. На
интервале 0<#<со всякое решение уравнения (15) имеет

вид

у(х)=Аеш + Ве-ш,

где Л, В — постоянные. Будем искать решение у(х)
такое, что у(х + со) = ру(х) (см. (3)), так что

у(х) = pUeft(—> + fie-ft<*->J

при co<z<2co. В точке х = со должны выполняться

условия (§ 12)

у(со + 0) = г/(со - 0), /(© + 0) = р'(ю - 0) + ?fy(w - 0),
и мы получаем систему уравнений относительно

неизвестных Л, В:

9(A + B)=Aeih* + Be-ih°1

ikpU - В) « fftUefte - Дв-«") + tf04е"ш + Яв-'*ш).

Система имеет йвтривиальное решение тогда и только

тогда, рфгда ее определитель равен нулю, и это дает

уравнение для мультипликаторов

р2 — 2/ {к) р + 1 = 02 / (А) = cos со& + ^
sin со&.

При выводе этого уравнения следует помнить, что

свободный член обязательно равен коэффициенту при р2, так

как pip2
— 1. Решая уравнение, находим

pli2
= /(A)±y/2U)-l (16)
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Зоны устойчивости определяются из условия f(k) < 1,
в этом случае

pii2
= f(k)±iH-f(k)

и IpJ = 1р21 = 1. Если же f(k)> 1, то pi > 1 при f(k)> О,
р2 > 1 при flk) < 0, и точка к2 принадлежит зоне

неустойчивости. Можно проверить, что если /(/с) = ±1, то точка

к2 принадлежит зоне неустойчивости. Итак, зоны

устойчивости определяются неравенством

cos Агсо + -^г
sin к(о <1. (17)

Если построить график функции /Ш, то границами зон

устойчивости будут абсциссы точек пересечения графика
с прямыми у = dzl. Поэтому зоны устойчивости и

неустойчивости чередуются.
Если ?/>0, то некоторый интервал вида (0, к0). будет

зоной неустойчивости, так как при малых к имеем f(k) ~
~ 1 + C/W2 > 1. Покажем, что существует бесконечно
много зон устойчивости и неустойчивости. Точки
экстремума функции fix) определяются из уравнения

tg ft© = —7 —t 5чг- (18)Ь
2к(1 + и/{2ик2))

V '

Из сравнения графиков этих функций видно, что

уравнение имеет бесконечно много корпей, вида кп= —+ уп,

где уЛ
"^ 0 при п -> °°. Подставляя их в уравнение,

получаем

Так как tg а: ~ х при х -> 0, то fn ~ С/Л2шг), и мы

получаем асимптотику корней уравнения (1):

ь-? + зк+ *(;?¦)• <»-*«»>• (1в)

Из этой формулы и (18) находим
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так что \f(kn)\ > 1 при п > 1. Поэтому существует
бесконечно много зон устойчивости и неустойчивости. Так как

\f(kn)\ -* 1 при ?г-*<», то ширина п-й зоны

неустойчивости (эти зоны называют также лакунами) стремится к

нулю при тг-> оо. Пусть ln = Un, Ъп) — лакуна, содержащая

точку кп. Положим ап = кп — ап, Ъп = кп + (5П, где ап, Р» —

положительные бесконечно малые. Имеем из (19), (20)

f(an) = (- 1)» = / {кп) + Pj& а\ + О (а,?) =

так что an ~ U/(2nn). Такую же асимптотику имеет

величина рп, так что ширина Дп лакуны 1п равна

**-&[1 + °{т)} (2D

Вычислим асимптотику мультипликаторов,
отвечающих n-й зоне неустойчивости. Пусть р(к) — тот из

мультипликаторов, модуль которого больше единицы. Из

формулы (16) следует, что максимум 1рШ1 при к^1п
достигается в точке кп и из (20) находим

И*п)| = 1 + ^+0(-1г) (»-«>).

Так как \р(кп)\ мало отличается от единицы при тг>1,
то это означает, что с ростом номера зоны

неустойчивость проявляется все слабее.
Аналогично устроены зоны устойчивости и

неустойчивости для уравнения (12).

Теорема. Пусть q(x) — непрерывная вещественная
си-периодическая функция, q{x) ^ const. Тогда на полуоси
к>0 имеется бесконечно много зон неустойчивости 1п —
e t#n, &J, а дополнительные к ним интервалы суть
зоны устойчивости. Ширина Дп п-й зоны неустойчивости
стремится к нулю при п ->• °о.

Если функция q{x) имеет р>1 непрерывных
производных, то

Ап = оЫ~р) (тг->оо).

Доказательство теоремы и этой формулы см. в [48],
Одним из наиболее полно исследованных уравнений

с периодическими коэффициентами является уравнение



§ 12] ДЕЛЬТА-ФУНКЦИЯ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ 225

Матье:

у" + (a+6cos2.r)z/ = 0.

В последние годы были исследованы конечнозонные

потенциалы q(x). Это такие периодические функции q(x),
что уравнение (12) имеет конечное число протяженных

зон неустойчивости (т. е. интервалов), а все остальные

зоны неустойчивости вырождаются в точки. Для конечно-

зонных потенциалов получены явные выражения.

§ 12. Дельта-функция и ее применения

1. Дельта-функция Дирака. Эта функция — она

обозначается 8(х) — была введена английским физиком П.

Дираком. Ее определение таково:

00

б (я)-0, хфО, \b{x)dx = \. (1)
—

оо

Дельта-функцию можно рассматривать, например, как

плотность единичной массы, сосредоточенной в точке

х = О (это только одна из известных физических
интерпретаций дельта-функции). Действительно, обозначим эту
плотность р(х); тогда р(.г)=0 при х?=0 (вся масса со-

оо

средоточена в точке я = 0), и J p(x)dx=l, ибо масса

—оо

равна единице, так что р(х) = бСг).

Разумеется, дельта-функция не есть функция в

обычном смысле слова. Это обобщенная функция. Теория
обобщенных функций была построена советским

математиком С. Л. Соболевым и французским математиком

Л. Шварцем.
Основы теории обобщенных функций читатель может

найти в [15, 18]. Мы ограничимся тем, что приведем
основные формулы, относящиеся к дельта-функции, и не

будем излагать строгую теорию обобщенных функций.
Читатель, не знакомый с обобщенными функциями,, будет
находиться примерно в том же положении, в каком

находились в начале нашего века инженеры, которые
использовали метод Хевисайда (см. гл. 1, § 11). Впрочем, это не

совсем так: математического обоснования метода
Хевисайда тогда не было, а математическое обоснование

приведенных ниже результатов
—

теория обобщенных
функций — существует.
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Введем понятие обобщенной функции. Пусть К —

множество всех функций ср(я), которые бесконечно

дифференцируемы на всей оси — °° < х < о° и финитны. Последнее
означает, что каждая функция cpix) ^ К тождественно

равна нулю вне некоторого отрезка: ф(я) = 0, если х Ф-
Ф (а, Ь); числа а, Ъ — свои для каждой функции ф(я).
Множество К есть линейное пространство; его элементы

Ц)(х) называются основными (или пробными) функциями.
Обобщенной функцией / (над пространством К)

называется линейньШ функционал, определенный, на

пространстве К. Именно, каждой функции ф(я) е К ставится в

соответствие число /(ф),- причем

/(a^i + а2ф2) — ai/(q>i) + а2/(ф2) (2)

для любых основных функций ф4(я), ф2(#) и для любых
чисел ai, а2. От функционала / требуется также

непрерывность; мы не будем вводить соответствующее

определение, поскольку во всех рассматриваемых примерах это

свойство выполняется.

Будем употреблять обозначения, принятые в

физической литературе. Именно, значение /(ф) будем
записывать в виде интеграла

оо

/(ф)= |/(*)ф(*)Ас. (3)
—оо

Класс обобщенных функций содержит все «обычные»

функции. Действительно, если fix) — непрерывная на оси
—оо<#<оо функция, то интеграл из (3) существует и

обладает свойством линейности. Если fiix), /2Ы —

непрерывные на всей оси функции и

оо оо

J /i ix) ф (х) dx = J /2 (х) ф (х) dx (4)
~оо —оо

для любой основной функции фЫ, то fi(x) = f2ix) (гл. 6,
§ 3, основная лемма вариационного исчисления). По
аналогии с этим фактом будем считать, что две обобщенные
функции /Ля), /2Ы равны: ДСг) s/2(^r), если

соотношение (4) выполняется для любой основной функции ф(я)*
Введем производные от обобщенных функций. Пусть

fix) — непрерывно дифференцируемая на всей оси

функция, фЫ — основная функция. Интегрируя по частям,
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получаем

00 00

j" /' (х) y(x)dx J / {х) ф' (х) их, (5)
—

ОО —00

поскольку внеинтегральная подстановка f(x) ф(.г)|!!оо равна
нулю — функция <р(#) финитна. Формулу (5) примем в

качестве определения обобщенной функции fix).
Заметим, что правая часть формулы (5) определена, так как

ф'(я) — основная функция, и потому интеграл
оо

j / (я) ф' (х) dx определен. Аналогично определяются выс-

г- оо

шие производные:
со оо

j /(п) (*) ф (*) dx = (— l)n I } (х) ф'п> (х) dx. (6)
—

оо —оо

Приведем основные формулы для дельта-функции и

поясним их.

оо

1°. J б (х — а) ф [х) dx = ф (а).

8Лх

Здесь фЫ — непрерывная на всей оси функция. Эта

формула есть определение дельта-функции.
Дельта-функцию можно представить

как «предел» обычных функций.
Пусть б8Ы — ступенчатая функция
(рис. 18):

так что

j бе (х) dx = 1.

1/2е

Рис. 18.

Функцию беЫ можно интерпретировать как плотность

единичной массы, «размазанной» на интервал (—е, г).
Покажем, что

lim б8 (х) = б {х), (7)
е-»-И)
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где предел понимается так:

СО 00

lim f 6е (х) ф (х) dx = \ 6(х) ф (а?) их = ф (0) (8)
E-^+oJ^oo -оо

для любой непрерывной на всей оси функции ф(я).
Действительно, по теореме о среднем

со е

| бе (х) ф (*) Ас = ^g J" ф (х) dx - Ф (0) + о (1) (е-* 0),
—

со —8

откуда следует (8).
Обозначим символом 8(я) ступенчатую функцию Хе-

висайда:
(1, я>0,

в«-1о, *<0. '9>

2°. ^е <*)-«(*)•
Действительно, пусть фЫ — основная функция.

Согласно определению (5),

} 6' (х) ф (х) dx - - J 0 (*) ф' (ж) dz -
—СО —00

00

= - J ф' (*) dx = ф (0) -
О

(так как <р(х) — финитная функция)

00

= j S (х) ф (х) dx.

Поскольку первый и последний, интегралы равны для
любой основной функции фОг), то 0/(х) = б(х), согласно

определению равенства обобщенных функций (см. (4)).
3°. Пусть функция fix) непрерывно дифференцируема

на полуосях х <а и х> а, ав точке а может иметь

разрыв. Тогда

f{x) = {f'(x)) + A6{x-a).

Здесь А = /(а + 0) — f(a - 0) (т. е. величина скачка

функции /Ы), а {/'(х)} — обычная производная.
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Действительно, по определению (5) имеем

00 со

J /''(*) Ф (ж) dx J / (х) ф' (х) dx =
—00 —00

а OQ

- - j / («) Ф' (^ d* - J / (^ Ф' (г) <& а
—оо а

(интегрируем по частям)
00

= J {f(x)yp{z)dz+Aif{a).
—00

оо

Последнее слагаемое равно J АЬ (х — а) ф (ж) do:, и фор-
—оо

мула 3е доказана.
оо

4°. J бГп) (х - а) ф (х) dc -=
v
_ 1)ПФ(Г1) (а).

— ОО

Здесь ф(#) — любая основная функция; если п

фиксировано, то достаточно, чтобы функция ф(я) была п раз
непрерывно дифференцируема на оси х.

5°. 6(ах) =* \а\-*Ш (а^О).
Пусть а>0 (для определенности), ф(аО —

непрерывная на оси х функция. Тогда
00 оо

§ 6(ax)<?(x)dx = ± J в («)ф (-f) Л-"Г'С0)-
—

ОО —00

(мы сделали замену ах = t)
оо

= 1 а~*6 (а:) ф (о:) eta.
— оо

Так как первый и последний интегралы равны при любой

непрерывной функции фОс), то 5° доказано.
оо

6°. J" eiaxdx = 2nb(a).
— оо

Здесь мы ограничимся совсем уже формальным
выводом. Воспользуемся формулой обращения для
преобразования Фурье:

f№ = -k }«*"*/(«)<*«*
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где /(a) — преобразование Фурье функции fix):
оо

/(а) = J e-iaxf(x)dx.
—оо

Пусть fix) = 60z), тогда f(a) = 1; подставляя это

выражение в формулу обращения, получаем 6°.

7°. Пусть fix) — гладкая функция, имеющая конечное

число нулей хХ1 ..., хп, и все нули
— простые (/'Gzp ^ 0).

Тогда

Рассмотрим вначале случай, когда функция jix)
имеет ровно один нуль xQ и fixQ)>0. Так как 6(/U))=0
при я ^ х0, то

J 8(f(x))cp(x)dx = J 6(/(*))<p(s)Ac,

где е > 0 может быть выбрано сколь угодно малым.

Сделаем в интеграле замену переменной fix) — fix0) = у;

тогда существует обратная функция x = giy) и

*0+6 ?2

J 8 (/(*))q> (*)**« J б(г/)ф(^(г/))^(1/)^ =

= Ф(^(0))г'(0) = ФМ//'(4

Действительно, числа 8*, е2 положительны, f'ix)g'iy) « 1.
Если /'(яо) < 0, то получим

J в (V) ф (* М) §' (У) dy = -y (*„)//' (*„),

так что в обоих случаях

J" в (/ («)) Ф (*) Лг — "ГГ^М" =
—-о©

оо
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Тем самым формула доказана при п = 1. Так как

6(/Ы) — 0 при х Ф xh / = 1, ..., п, то

Хл+В

i=i «ie ;=i Iу ил

по доказанному выше.

Формула из п. 7° верна и в том случае, когда

функция fix) имеет бесконечно много нулей, и все они

изолированы. Например,
00

б (sin х) = 2 в (ж — пя)-
—оо

Приведем еще одну формулу, связанную с дельта-

функцией. Пусть п > 1 — целое число, тогда

яп6(а;)=0.
Действительно,

оз

J хп6 (х) ф («г) dx = япф (.г) |зс=0 = 0.
— оо

Формул Iе — 7° вполне достаточно для решения

большинства прикладных задач, связанных с обыкновенными

дифференциальными уравнениями.
2. Толчки. Принцип Дюамеля. Рассмотрим уравнение

?± + a(t)? + b(t)x-V6(t-t0), (10)

где VФ 0 — постоянная, функции ait), bit) непрерывны
на всей оси, для простоты. При t Ф t0 функция xit)

удовлетворяет однородному уравнению

lx(t) =^ + a(t)^- + b(t)x = 0. (11)

Покажем, что если xit) — решение уравнения (10), то

xit) удовлетворяет уравнению (11) при %Фи и следую-
щим краевым условиям:

dx (tn + 0} dx (tn —0) „ ,

Здесь обозначено x {t0 ± 0) = lim x(t0 ± т) и т. д.
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Действительно, решение x(t) непрерывно на полуосях
t<tQ и t > tQ. Далее, эта функция должна быть непре-

dx
рывна при t = to

— в противном случае производная -^-

была бы суммой обычной, функции и функции Abtt — t0),
d2x

А?=0 (см. 3°), а функция —г содержала бы слагаемое
dt

A8'(t — t0) и потому левая часть уравнения (10) не

совпала бы с правой. Итак, x(t0 + 0) = x{t0 — 0), но

производная x(t) может иметь конечный скачок в точке t0.

Проинтегрируем обе части уравнения (10) по интервалу
(t0 — т, U + т), т > 0, тогда получим

*°Г
*(* + т) —i(« —т) + J [a(t')x(t') + b{t')x(t')]dt' = V.

Перейдем в этом равенстве к пределу при т -* 0, тогда

интеграл обратится в нуль (подынтегральная функция
ограничена) и мы получим

i(*o + 0)-i(*0-0)«F.

Тем самым условие (12) получено.
Если рассматривать x(t) как координату точки,

движущейся по оси х, то соотношения (12) означают, что в

момент времени t = t0 координата точки не меняется,

а скорость получает конечное приращение V. Такое

воздействие на точку* называется в механике и физике
толчком (или мгновенным ударом); например, это резкий удар
кием по биллиардному шару).

Толчок можно получить как результат предельного

перехода. Рассмотрим уравнение

^- + a{t)? + b(t)x = V6x(t-t0),

где бт(г)=0 при |*-fol >т и 6xU) = l/(2x) при \t-tj <
< т. Правая часть есть большая постоянная сила F4
действующая малое время, причем так, что интеграл

*0+т

J FTdx = VФ0 (импульс конечен). Решив это уравне-

ние el перейдя к пределу при т -> +0, яолучим, что

предельная функция xit) будет решением уравнения (10).

Но ценность дельта-функции в том и состеит, что ее при-
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менение позволяет избежать необходимости каждый раз
совершать предельный переход — этот предельный переход

содержится в самом определении дельта-функции
(см. (7)).

Найдем результат воздействия толчка. Рассмотрим
задачу Коши

*(**) = So, xit*)=xx (13)

для уравнения (11), и пусть x0(t) — решение этой задачи,
определенное при —«> <?<<». Положим

x(t) = x0it) + VGit, t0), (14)

где хit) — решение уравнения (10) с данными Коши (13).

Тогда для функции G получим задачу Коши

^ + a(t)§ + b(t)G = 0, t>t0,

dG(t,t\\ (15)
* сук-о, -VйL,-1-

Кроме того,

Git, t0) = 0, t<tQ. (16)

Функция Git, t0) — это результат воздействия единичного
толчка (т. е. F = l) на систему. Заметим, что G не

зависит от данных Коши (13) (т. е. не зависит от того, как

двигалась точка при t<t0).

Функция Git, t0) называется функцией Грина
уравнения (10) и может быть найдена, если известна

фундаментальная система решений хМ), x2it) однородного
уравнения (И). Так как G удовлетворяет этому уравнению при
t > t0, то

Git, U) = dXiit) + C2x2it), t > tQl

где C{, Сг
— постоянные. Данные Коши (15) приводят

к системе уравнений

СаМ + C2x2(t0) = 0, Ctiiito) + C2x2(t0) = 1,

откуда находятся Си С2, и мы получаем

Git П-—*-l*l('o) *2('о)
(17)

Здесь wit) — вронскиан решений x{it), x2it). При t<U
имеем Git, t0) = 0.
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ОтметихМ также, что Git, t0) есть решение уравнения

?*. + a(t)§ + b{t)G-6(t-t0), (18)

равное нулю при t < tQ.
Если функция Грина известна, то можно найти

решение неоднородного уравнения

d^. + a(t)^ + b(t)x = f(t) (19)

с любой (непрерывной) правой частью fit).
Теорема. Функция

t

x(t)= \G(t,t')Hf')dt' (20)
Ч

удовлетворяет уравнению (19) при t>tQ и нулевым
данным Коши при t = tQ:

*(*о) = 0, i(*0)«0. (21)

Прежде чем привести строгое доказательство,
приведем формальное. Так как Git, t') =0 при t< t0, то

x{t) = ]G(t,t')f(t')dt:
Формально дифференцируя под знаком интеграла,
получаем

оо оо

lx (t) = \lG (t, f) f («') dt = j S {t -t') f (?) dt' = / (*),

так что x(t) — решение уравнения (19).

Теперь строгое доказательство. Имеем x(t0) = 0. Далее,

^T'l^li^nndf + G(tlt)f{t).

Так как Git, t) = 0, то

t

^M = 0l Щ^-°°!Ш f(t) + ^e^nt')dfU —t У
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так что
t

lx (t) = / (*) + J Ifi (*, tf) f (*') dt' = / (*),

поскольку подынтегральное выражение равно нулю
(см. (15)).

Правая часть формулы (20) — зто континуальная (т. е.

непрерывная) сумма толчков. Они совершаются в

моменты времени t\ с плотностями j(t')dt', где t' пробегает
интервал (0, t). Итак, результат воздействия на частицу

непрерывно действующей силы fit) эквивалентен

воздействию континуальной суммы последовательных толчков.

Этот факт (а точнее, формула (20)) называется

принципом Дюамеля.
Замечание 1. Формулы (20), (17), дающие частное

решение уравнения (19), совпадают с полученными в § 7

формулами (16) для частного решения неоднородного

уравнения второго порядка.
Замечание 2. Рассмотрим нелинейное уравнение

с дельта-функцией в правой части:

5F+ /('>*'зг)-™(<-д-
Тем же способом, что и выше, можно показать, что x(t)

удовлетворяет уравнению

при 1Фи и условиям (12) при t = t0.
Приведем аналогичные результаты для линейного

уравнения тг-го порядка

1х^^Ш + мо ?й + • • • + МО* = V8(t - у,

где V =7^0, коэффициенты a^t), ..., ft„U) непрерывны на

всей прямой, для простоты. Тогда функция z(t)
удовлетворяет однородному уравнению

lx(t)=0
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при t Ф tQ и условиям

x(t0 + 0)=x(t0-0),

dx(tQ + 0) dx(t0-0) p-*z(t0 + *)
~~

dt ' ' # •

dt dt"

сГ-*х(*0-0) dn-ix(t0 + 0)
=

d»-ix(t0-0)
**

dtn~2
'

dt71'1 dtn^
'

В данном случае функция Грина G(t, t0) есть решение

задачи Коши

lG(t, f0)=0, t?*t0,

Gl'=(o = 3F (=t„
=

(ft""1

on-2G
""

=

dtn~*

t=<0
=

'

f=t.
= 0,

равное нулю при ? < ?0. Функция

x(t) = \G{titf)f(tf)dtf

при ? > t0 удовлетворяет неоднородному уравнению

lx(t)=*f(t)
и данным Коши

• dx

i=*0

=
" '

di"-1
= 0.

Замечание 3. Рассмотрим систему из п уравнений

**(*)-? + A(t)d?- + B(t)x = F« (*-*«).

Здесь Ж?), Bit) — непрерывные Ы X тг)-матрицы и V —

постоянный я-вектор. Тогда решение x(t) удовлетворяет

однородной системе lx (t) = 0 при t?=t0 и соотношениям

(12). Роль функции Грина играет (п X гс)-матрица
S(?? t0) — матрица Грина, которая при t>t0 есть
решение задачи Коши

и равна нулю при t < t0. Здесь 0,7 — нулевая и
единичная Ы X ?г)-матрицы. Теорема 1 остается в силе (в
формуле (20), / есть n-вектор), но формула (17) уже не
имеет места.
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3. Периодические толчки в системах с трением.
Рассмотрим однородное уравнение

х + ах+Ьх = 0, (22)

где а, Ъ — вещественные постоянные. Пусть а > О,
а2 — 46 < 0; тогда это уравнение описывает гармонические
или затухающие колебания (гл. 1, § 6). Пусть на

систему действуют толчки в последовательные моменты

времени ?0 < ti < ... < tn < ...
-*¦ +00, дающие положительные

приращения скорости У0, Vu ..., У„, ... Тогда будет
происходить борьба между трением (при а > 0), которое
стремится уменьшить амплитуду колебаний, и толчками,

которые стремятся их увеличить. Выясним, к чему

приводит эта борьба.
Сформулируем математическую постановку задачи.

Зададим данные Коши x(t*)=x0, x(t*)=Xi; t* < t0. При
t>t* функция хН) удовлетворяет уравнению

оо

х + ах + Ъх = 2 vh§ (t — h). (23)

Если ЯоШ — решение задачи Коши для однородного
уравнения (22), определенное при t* < t < °°, то решение

задачи Коши для уравнения (23) равно

*W**o(0+2 tV?(Mft)-

Не следует пугаться бесконечного ряда: ясли

фиксировать момент времени t = t > ?*, то останется лишь

конечная сумма

x{t)=x0(t)+ 2 WA),

так как G(t, th) = 0 при t<tk (см. (16)). Уравнение (22)

имеет решения

Xi(t) = exp {—bit — t0)} cos со(? — О,

z2U) = ехр{—б(? —?0)) sinwU —10)|

где обозначено

6 = а/2, со-У6-а2/4,
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и из формулы (17) находим

sin о (t — tn)
G{t, g = exP{ - 6(* - g} —^-^

при ? > ?0. Итак, если tn-i < t < tn, то

n-i

^1 sin со fi — ?, \

ж (*) = *„(*) + ^ Vhexv{-b(t-th)} L—*2. (24)
fc=o

Упростить эту сумму для любых thl Vk невозможно,
и мы ограничимся случаем, когда все толчки одинаковы
и совершаются через равные промежутки времени:

Vh=V, tk = kx.

Результат воздействия периодических толчков

существенно зависит от того, совпадает ли период Т толчков с

периодом Т0 свободных колебаний.

Сумма из правой части (24) равна
п-1

Sn =—e~6t Im Л, ехр {кхб} exp {m (t — кх)}>

Под знаком мнимой части стоит сумма геометрической
прогрессии со знаменателем q

= ехр{т(б — ico)}, так что

5п = -?-в-«1т(в**^г) (дф1). (25)

1°. Пусть 6 = 0 (свободные колебания —

гармонические), но q^i, т. е. т не имеет вид 2ятг/о) = пТ0, п —

целое число. Это означает, что период толчков не есть

целое кратное периода свободных колебаний. Преобразуя
правую часть (25):

exp{uoO exp{-fafl>r}-l
r 1 '

ехр { — кот} — 1

= ехр \m \t
^-

'

( со/гт "I ( (йпх]
ехр |

— i —2~\ — ехр < i
—j- >

( соТР Г (от)

exp|^?Tj-exp|iTj
и используя формулы Эйлера, получаем, что при tn-i <

<t<tn
71CDT

? (*) = *o W + 77
— sin a> (* g-

T
,
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Поэтому результат воздействия толчков есть
гармоническое колебание с амплитудой

Ал-Г
sin

*

sin-
2

величина sin

Пусть, для простоты, число сот/(2я) иррационально. Тогда
псот |

может принимать значения, сколь

угодно близкие к любому числу а, лежащему на отрезке
0^а<1 (гл. 1, § 7), так что амплитуда Ап может

принимать значения, сколь угодно близкие к любому числу,

[o,f(J
"vrlwl

заключенному в отрезке sin -

сот

Это явление

биений, о котором говорилось в гл. 1, § 7.
2°. Пусть 6 = 0, т. е. свободные колебания —

гармонические, а период толчков совпадает с периодом свободных

колебаний, т. е. т = 2я/со. Тогда ехр {—ткт} = 1, так что

при tn-i <t<tn получаем

x(t) = xQ (t) + — sin (dt.

Амплитуда An = nV/(u стремится к бесконечности с

ростом п — возникает явление резонанса (ср. гл. 1, § 7).
Аналогичное явление происходит и в том случае, когда

т = 2я/г/со, где п > 1 — целое.

3°. Пусть 6 > 0, т. е. свободные колебания
затухающие, а т = 2я/сй — период толчков совпадает с периодом

свободных ангармонических колебаний. На интервале
tn-i <t<tn имеем t = nx + t\ 0 < t' < т, так что

о>.
со*w-*,w+^"—pjr°("- -sinco?.

Если я->°°, то x0it) -> 0, ехр {—гсбт) -> 0, так что

устанавливаются периодические колебания:

V
*(*)«

с амплитудой

со (етб - 1)

А =

sin at + о (1)

со(^тб — 1)*

Таков результат «борьбы» между трением и

периодическими толчками. Если же 6 = 0? a е^Ф\, то, как и в

случае 1°, возникают биения.



ГЛАВА 4

АВТОНОМНЫЕ СИСТЕМЫ

И ТЕОРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ

§ 1. Автономные системы. Общие свойства

1. Автономные системы. Всюду в этой главе

независимое переменное обозначается t и интерпретируется как

время, неизвестные функции обозначаются Xi(t)9 ..., xn(t).
Система обыкновенных дифференциальных уравнений

(или одно уравнение) называется автономной (или дина-

мической, или консервативной), если независимое

переменное явно не входит в систему.

Общий вид автономной системы из п уравнений
первого порядка в нормальной форме следующий:

или подробнее,

(1)

dx.

~dtГ
—

J г \хц • • •
) #n)> 1 — а? 4,

Всякую систему можно свести к автономной, если

увеличить число неизвестных функций на единицу.

Пусть, например, дана неавтономная система

Обозначим t = xn+u тогда

dx
1Г — J \%п-\-1, #)>

dx,n+i
dt dt

= 1

и мы получили автономную систему с (я+1)-й
неизвестной функцией.

Предположение. Всюду в этой главе

предполагается, что вектор-функция / (ж) удовлетворяет условиям

основной теоремы в некоторой области G с= Д?, где

координатами точки являются (#!, ..., #„), т. е. / (#)
непрерывно дифференцируема в области G.
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координатами

Все рассмотрения производятся в области G.

1°. Еслих=ц(1)— решение системы (1), то при
любой постоянной с вектор-функция х = ф (t + с) также

является решением системы (1).

Доказательство следует из формул

Пусть х = ф(?) — решение системы (1), определенное
на интервале /. Тогда множество точек #=ф (t), t^I,
является кривой в пространстве Rx (действительно, #i —

= фДг), ..., Xn
= q>n(t), t sД— параметрические

уравнения кривой). Эту кривую будем называть фазовой
траекторией (или просто траекторией) системы (1), а

пространство Rx, в котором расположены фазовые
траектории — фазовым пространством автономной системы (1).

Интегральные кривые системы (1) изображаются в

(п + 1)-мерном пространстве Я", х

(*, slf ..., хп). Если х = ф (*) —

решение системы, то

интегральная кривая задается
уравнениями # = ф(?), t = t\ t^I,
так что соответствующая
фазовая траектория является

проекцией интегральной кривой на

пространстве Fix параллельно
оси t (рис. 19). Конечно,
фазовая траектория дает меньше

информации о решениях
системы (1), чем интегральная кривая (которая дает полную
информацию), но, тем не менее, для многих вопросов
этого вполне достаточно. Примеры фазовых траекторий
на плоскости были приведены в гл. 1, § 9.

2°. Две фазовые траектории либо не имеют общих
точек, либо совпадают.

Доказательство. Пусть ^i, ^
— фазовые

траектории, отвечающие решениям х= ф (t), # = г|5(г), имеют

общую точку х°. Тогда ф (^) = х° = я|>(*2). Рассмотрим
вектор-функцию х = -ф(* + (t2 — *i))=X (0- Она является

решением системы (1), в сплу свойства 1° их(^)=ф(У»
так что х(*)—ф(*)в силу теоремы единственности.

Поэтому ф (?)=т$>(? +(t2—t1))t т. е. кривые ^ и ^2 совпадают.

Рис. 19.
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Таким образом, фазовое пространство расслаивается
на непересекающиеся траектории. Для неавтономной
системы это не так: проекции интегральных кривых на

пространство Rx могут пересекаться. Например, при п =

— 1 всякая интегральная кривая проектируется на

интервал ОСИ X,

Определение. Точка а называется положением

равновесия автономной системы (1), если

/(о)-0.
3°. Если а— положение равновесия, то вектор-функция

x(t) = a, —оо<?<оо? является решением системы (1).

Действительно,

^ = g=0, / (х <«))-/(а)-0.

Отсюда следует
4°. Если а—положение равновесия, то точка х = а

есть фазовая траектория.
Положение равновесия называют также точкой покоя

автономной системы; смысл этого термина ясен из 3°.
5°. Фазовая траектория, отличная от точки, есть

гладкая кривая (т. е, в каждой точке имеется ненулевой
касательный вектор).

Действительно, если х « ф (t) — решение системы (1),

то касательный вектор в точке х° = Ф {t0) равен —^т—.

В силу системы (1) этот вектор равен / (х°) Ф 0.

Теорема. Всякая фазовая траектория принадлежит
к одному из трех типов:

1) гладкая кривая без самопересечений;
2) замкнутая гладкая кривая {цикл)]
3) точка.

Если фазовая траектория, отвечающая решению <с =

= Ф {t),ecTb гладкая замкнутая кривая, то это решение
есть периодическая функция t, с периодом Т > 0.

Доказательство. Если фазовая траектория не

есть точка (положение равновесия), то она является

гладкой кривой, в силу 5°; гладкая кривая либо незамкнута,
либо замкнута.

Пусть f — замкнутая фазовая траектория, отвечающая

решению x = tp{t). Покажем, что это решение периодично.
Возьмем точку a^f; в силу 1° можно считать, что # =

= Ф(0). Обозначим длину ^ через /. Элемент длины дуги
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кривой y равен
ds = | dx | «¦ [J \dt = | / (ф (*)) | Л.

Так как y
— замкнутое ограниченное множество и / (ж) Ф О

на у, то функция \ / (ж) | ограничена на y снизу и сверху
положительными постоянными

О < т < | / (ж) К М< оо, ж е= у.

Пусть 7^— Дуга кривой у: х = ф(Г),0<? < ?, и /Ш —

ее длина:

Ц0 = 1|/(ф(П)1^-
о

Если ?>0 достаточно мало, то Y* будет частью кривой Y»
так как lit) <Mt<l при ? < l/М. Функция lit) —

монотонно возрастающая функция t и /(+«>) =+оо? так как

l(t)&*mt. Следовательно, существует (и притом
единственное) Г > 0 такое, что КТ) = 1. Ясно, что ф(Л= ф(0);
в противном случае дуга Yt была бы частью кривой y, и

ее длина была бы меньше, чем I. Следовательно, число Т
есть наименьший период решения х = ф(0-
Мы получили также формулу для периода Т\ это

наименьший положительный корень уравнения

т

l = l\f^{t))\dt, (2)
О

гдб I — длина кривой Y-
Установим групповые свойства решений автономной

системы. Пусть х (t\ х°) — решение задачи Коши

я(*;я0)|м> = я° (3)

для системы (1).

6°. х (tx + t2; х°) = х fe х (*х; х0)) = х (*х; х (?2; х°)). (4)

Доказательство. Вектор-функции

ф! (t) = х (*; х {tx; ж0)), ф2 (*) = ж (t + tx\ х")

лвляются решениями системы (1), в силу Iе. При ? = 0

имеем

Ф1 (0) = х (*l5 х°), ф2 (0) = х (^ з°),

т.е. Ф1(0)=ф2(0). В силу теоремы единстгенности
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фх (t) = ф2 (t) при всех t, откуда следует первое из равенств
(4). Аналогично доказывается равенство первой и

последней вектор-функций в (4).

Приведем еще менее формальное доказательство.

Нарисуем кривую # = ф(?), где ф(0 = x{t\ х°). При ? — 0

имеем ф (0) = х° и, двигаясь по кривой время U +12, мы

попадем в точку ф(*х + t2) = х (t± + t2; х°). Теперь придем

Рис. 20. Рис. 21.

в эту точку другим способом. Сначала продвинемся вдоль

кривой за время, равное tt\ тогда попадем в точку ф(?4) =
= x{t1\x0). Затем из этой точки продвинемся за время t\

при этом уравнение кривой будет иметь вид х = г|) {t) =
= ф (t\ х (tr\ х0)), так как при t = 0 имеем ^ (0) = х (t^ х°)
(рис. 20). В силу единственности решения при t = U
приведем в ту же точку, что и первым способом, т. е.

ф(*1 + *2)в,Ф(*2)> откуда и следует (4). Если же сначала

двигаться по кривой время t2, а затем t^ то получим

второе из равенств (4).
Из этого свойства вытекает следующее.

7°. #(— t\ x(t, х°)) = х°.

2. Векторные поля. Механическая интерпретация
фазовых траекторий. Пусть в каждой точке х области G е

a Rx задан тг-ветстор /(ж). Тогда говорят, что в ббласти
G задано векторное поле. Автономная система (1)
полностью определяется заданием векторного поля /(#).
Говорят, что кривая принадлежит векторному полю, если

она в каждой своей точке касается вектору из этого

векторного поля (рис. 21). Согласно этому определению
фазовые траектории автономной системы (1)
принадлежат векторному полю f{x). Действительно, пусть х =*

= ф(?) — решение системы (1), определенное при t^I.

Пусть п = 2; уравнения ?1 = ф1(?), я2 = ф2(?), t^I,
определяют кривую (фазовую траекторию) ,на плоскости
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(si, х2). Как известно из математического анализа, вектор

(ф1(*о)> Фг (*о)) касается этой кривой в точке xi = q>i(t0),
^2 = 92(^0)' так чт0 вектор /(o:J, «Гг) касается фазовой
траектории (в точке («г?, х%)). Это же рассуждение

справедливо и в д-мерном пространстве. Исключение

составляет, разумеется, случаи, когда фазовая траектория
состоит из одной точки — положения равновесия.

Точки векторного поля /(#), в которых вектор f {х)—
нулевой, называются критическими (или особыми)
точками векторного поля. Таким образом, положения

равновесия системы (1) — это критические точки векторного поля

/ (х). Векторное поле устроено просто в малой

окрестности любой некритической точки. Действительно, если

/(а)^=0, то / (х) = f(a) + о(|#— а\) при х близких к а,

т. е. векторы в близких к а точках имеют примерно ту
же длину и то же направление, что и вектор f(x). Столь
же просто устроены фазовые траектории вблизи точки,
отличной от положения равновесия. Если точка а —

критическая, то длина | / {х) | вектора / {х) стремится к нулю

при х-+а. Направление же вектора f(x) при а?

близких к я, может меняться весьма произвольно, и даже при
п = 2 (т. е. на плоскости) структура векторного поля

(и соответствующих фазовых траектории) может быть

очень сложной.
С автономной системой (1) связано еще одно важное

понятие — фазовый поток g\ Вначале приведем
пояснения. Возьмем любую точку х из области G, выпустим из

нее фазовую траекторию
и сдвинем точку вдоль

траектории за время t.

Полученную точку обозначим

g'x. Тем самым

определено отображение x-+glx
(каждая точка х области G

отображается в точку
g*x, лежащую в области
G). Если D — подобласть Рис. 22.
области G, то тем самым

определено отображение D -* glD, т. е. каждая точка жеД

переходит при этом в точку g*x& glD = Dt (рис. 22).
Область D при таком отображении деформируется; в § 2
будет показано, как при такой деформации изменяется

объем области D.

-х4
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Строгое определение отображения gl таково. Пусть
х (*; У) — решение задачи Коши x\t=0=y Для системы (1),

Тогда
gty = x(t;y). (5)

Из свойств 6°, 7° вытекают следующие групповые
свойства отображения g*\

g*i+h = ghgt* = g4g\ fg-*-I, (6)
где / — тождественное отображение: Ix — х для любой
точки жеб, Первое из соотношений (6) означает, что

g(*i+*2)y = gh (g**y) для любой точки уеб,и если

переписать его с помощью (5), то мы получим первое из

соотношений 6°. Множество преобразований, зависящих от

одного вещественного параметра t и обладающего
свойствами (6), называется однопараметрической группой
преобразований; подробнее см. [31.

Приведем одну из физических интерпретаций
автономной системы (1). Рассмотрим установившееся
(стационарное) течение жидкости в трехмерном пространстве R3*

Это течение характеризуется тем, что частица жидкости
в тот момент времени, в который она проходит через

точку х = (хг, х2, #3), имеет скорость v {х) ==» (vx (х), v2 {х),
v3 (х)). Эта скорость зависит только от точки ж, но не от

времени: если другая частица в другой момент времени

пройдет через точку х, то мгновенная скорость в этой

точке будет той же. Тем самым в пространстве задано

векторное поле — поле скоростей v(x), и

соответствующая автономная система, описывающая движение частиц

жидкости, имеет вид

Фазовые траектории называются в этом случае линиями

тока; это кривые, по которым движутся

(текут) частицы жидкости. Термин
«фазовый поток» при такой гидромеханической

интерпретации также становится

абсолютно прозрачным.
Введем понятие трубки тока. Возьмем

в трехмерном пространстве площадку S
(т. е. поверхность), которая не касается

Рис. 23. ни в одной точке векторов поля скоростей,
и выпустим из нее линии тока.

Множество, которое они заполнят, и называется трубкой тока

(рис. 23).
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Точно так же и в n-мерном пространстве векторное
поле / {х) (см. (1)) можно интерпретировать как поле

скоростей, фазовые траектории — как линии тока, и

можно ввести понятие трубки траекторий (трубки тока).

§ 2. Структура решений автономной системы

в окрестности неособой точки

Рассмотрим автономную систему из п уравнений

в малой окрестности. U точки а, отличпой от положения

равновесия: /(а)=т^0.
Выясним поведение решений системы (1) в

окрестности точки а. Векторное поле локально устроено весьма

просто: /(#)«/(«) при х, близких к а, т. е. близкие

векторы имеют примерно ту же длину и то же направление,
что и /(«). Фазовые траектории в малом будут почти

прямыми, и малая окрестность точки а расслаивается на

непересекающиеся фазовые траектории. Покажем, что

в области U можно ввести такие координаты, в которых

фазовые траектории будут прямыми линиями. Прежде
чем приводить строгие формулировки и доказательства,
поясним выбор этих координат. Пусть п = 2, а = (0, а),
при t = 0 траектория пересекает прямую хг = а в точке

(|, а). Чтобы задать точку на траектории, необходимо
задать еще время t (рис. 24). Итак, точка на фазовой
траектории вполне определяется заданием двух чисел

(|, ?), с одной стороны, или заданием декартовых
координат точки ixu х2). Геометрически очевидно, что

соответствие (хи х2) <е^ (1, t) в малом взаимно однозначно.

Уравнение траектории в координатах (|, t) есть | = |0,
т. е. фазовая траектория в этих координатах — прямая
линия (рис. 24).

Теорема. Пусть точка а не является положением

равновесия системы (1). Тогда в малой окрестности точки

а систему (1) с помощью гладкой замены переменных
можно привести к виду:

17~Uj dt -"'•••> dt -и' W
*' W

Траектории системы (2) — прямые линии:

Vi = ci} уг = сг, ..., yn-i = с-,, yn=-t + сп.
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Доказательство. Так как /(«)=т^=0, то можно,

не ограничивая общности, считать, что/п(#)=7^0. Проведем
гиперплоскость П: хп = ап; ее точки имеют вид (|,, ...

..., Sn-i, Яп) — (?, ал). Пусть #= ф (^ 1) — решение
системы (1) такое, что

Ф(0,|) = (1,ап), (3)

т. е. начальная точка траектории при t = 0 лежит на

гиперплоскости П. Формула

* = Ф(*, I) (4)

дает искомую замену переменных: обозначим

В новых координатах у траектории будут прямыми
линиями. Действительно, по определению решения ф(/, 1°)

Рис. 24.

имеем, что |1у ..., §л-1 постоянны вдоль траектории
#=ф(^|°) и ее уравнение в переменных у имеет вид

У\ = ll» У2
— Ё2> • • м 2/л-1> = ?л-1» Уп = *•

Остается проверить, что замена переменных х = ф (у)
является гладкой, т. е. что выполняются условия теоремы

об обратной функции. Имеем а = (а1г..., а^) -> Ъ =
= (at, ..., an-i, 0) при замене (4). Вычислим матрицу
Якоби вектор-функции ф {у) при у =Ь. Имеем из (3)

ф«(0, |4|

Следовательно,

5Ф. (6)

•j fen-i'
= Дл»

1.

%
= ву (l<i<n, 1</<л —1).
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Далее, в силу того, что ф —решение системы (1), имеем

dt -/»(ф(Ь))-/п(а),

так что матрица Якоби имеет вид

'1 0 ... О *

О 1 ... О

"

0 0 ... 1 *

^0 0 ... 0 fn(a)J

(* обозначены неизвестные нам числа). Поэтому det^4==
= fn (я) Ф 0, и условия теоремы об обратной функции
выполнены.

§ 3. Изменение фазового объема

1. Теорема Лиувилля. Рассмотрим автономную
систему из п уравнений

?-/(*)• (1)

Пусть х = x(t, а) — решение этой системы, которое есть

дважды непрерывно дифференцируемая вектор-функция
от переменных t, а в некоторой области; в этой области

и производятся все рассмотрения.
Лемма 1. Производная по параметру есть решение

системы

fdf. (х)\
Здесь /' (х) = [ хдх I — матрица Якоби (гл. 2, § 9).

Доказательство. Дифференцируя обе части си-

д\ d*xi
стемы (1) по а и учитывая, что j^jt

e

dt dai получаем

d дх{ ^dfi(x)dxj

что и доказывает (2).
Система (2) называется системой в вариациях. Пусть

решение x(t, а0) известно; фиксируем а = а0. Тогда

d дх I -/ / /. чч дх
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дх (t, а)
так что вектор-функция —да есть решение линейной

однородной системы. Вычисление высших производных

да) |а=а0
дифференциальных уравнений.

Рассмотрим семейство решений системы (1), зависящее
от п параметров у±, ..

., уп
'

х = х (t, у). Будем
предполагать, что эта вектор-функция дважды непрерывно диффе^
ренцируема по переменным ?, уи ..., уп в некоторой
области, и введем обозначения

to (*» У)

ду

(3)

Лемма 2. Пусть J (?, у) Ф 0. Гогда справедлива фор*
мула Лиувилля

-ar\nJ(t,y)-iivf{x(t,y)). (4)

Напомним, что дивергенцией (или расходимостью)
векторного поля

/ (X) = (f1 (xv .. 4J #n)3 ..., /n (.r^ ..
.^ ?n))

называется функция

div/(*)-2 дх.

Доказательство. Из леммы 1 следует, что матри-
дх

ца J- удовлетворяет линейному матричному уравнению

d дх /' / \ to

где а; = х (?, у). Применяя формулу дифференцирования
определителя (гл. 3, § 4, лемма 1), получаем

>'«.*> = зр(/'М|(|П-
Vi df. (х)

= Sp/'(o;) = 2-e-!=div/(a;)-
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Замечание. Рассмотрим неавтономную систему из

п уравнений

и пусть х = х (?, а), а = (а15 ..., ап-х)есть Ы — l)-napa^
метрическое семейство решений этой системы. Положим

дх (t, ос)
_ (дх дх дх \ , , .

__

, дх (t, а)
0(*,а) ~\^^г'л'д^Г J[l a)-aet d(t,a)

'

Тогда формула Лиувилля примет вид

i—1

где х = x(t, a).
Пусть Z) — ограниченная область в фазовом

пространстве, Dt — область, полученная из области D сдвигом за

время t вдоль фазовых траекторий системы (1), и Vt —

объем этой области.

Теорема Лиувилля. Справедлива формула

dI±= jdiv/(*)**, (6)
Щ

где dx — dxx ... dxn*
Доказательство. Пусть х(t, у) — решение задачи

Коши х |*=о= У для системы (1), где у = (yv ..., уп) е D.

Область Dt — это множество точек вида х= х (?, у), где у

пробегает область D. Воспользуемся обозначениями (3),
тогда хд = /, / (0, у) = 1 и из (4) следует, что

J(t> У)> 0 при всех t. Имеем

dxx (*, у) ... d^„ (t1 у) = J {ti у) dylt*. dyn = / {t, y) dyt
так что

Vt-§J(tly)dyl
D

D

(применяем формулу (4))

= J div / (x (tx y)) J (t, y)dy = J div / {x) dx.
D Dt
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Следствие 1. Если

div/(*)-0, (7)

то фазовый поток сохраняет объем, т. е. Vt = VQ при
всех t.

Напомним, что векторное поле, удовлетворяющее
условию (7), в области D называется соленоидальным, или

полем без источников и стоков (в области Z)). В силу
теоремы Гаусса — Остроградского поток соленоидального

векторнс/го поля через любую замкнутую
гиперповерхность S (внутренность которой Q содержится в области

S), равен нулю, так как

J (/ (*). пя) dS - j div / (х) dx.
S D

Здесь dS — элемент гиперповерхности S жпх— единичный

вектор внешней нормали к S в точке х. Если

интерпретировать векторное поле / (х) как поле скоростей частиц

жидкости (§ 1, п. 2), то условие (7) означает, что жид-

кость несжимаема: объем элемента жидкости сохраняется.

Из (6) нетрудно выразить Vt через У0. Особенно

просто выглядит такая формула для линейной

автономной системы

где А — постоянная Ы X л)-матрйца. В этом случае
п

div (Ах) = 2 ап = Sp Л, так что

Vt = eiS*AV0. (8)

Рассмотрим гамилътонову систему уравнений:

<Ц
__

дН {х, р) <lPi дН (х, р) ,

dt
~

др. > dt
~~

дх. * * — xi • • •
1
л.

Функция Н (х, р) называется функцией Гамильтона.
Фазовое пространство гамильтоновой системы имеет

размерность 2п: его точки имеют координаты (xi} ..., хп, р^ ...

..., рп).
Следствие 2. Гамильтонова система сохраняет

фазовый объем.
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Это вытекает из следствия 1, так как

&d*iM tkW'i0'
Следствие 2 часто называют теоремой Лиувилля; она

играет важную роль в статистической механике.

2. Замечания о системах в трехмерном пространстве. Рассмот?

рим автономную систему

dx

dx2
Ж = MW *з)'

dx3
ЧГ=Рз(Х1'Х2>**)-

Векторное поле v (x) будем интерпретировать как поле скоростей
(см. § 1, п. 2). Векторное поле v (х) называется потенциальным

(или безвихревым) в области Д если

rot p(ai)sO

в этой области.
Теорема. Пусть векторное поле v (х) — потенциальное в од-

носвязной области D. Тогда система (9) не имеет замкнутых
фазовых траекторий (циклов), лежащих в D.

Доказательство. Допустим противное; тогда существует
замкнутая фазовая траектория у, лежащая в области D. Ее
уравнение есть # = ф(*), где ф(/) — периодическая вектор-функция:
ф(/ + Т) = ф(*) (Т > 0 — наименьший период). Пусть S —

поверхность с краем ч, лежащая в D, Г-циркуляция векторного поля

v (х) вдоль кривой у. По формуле Стокса имеем

Г = ф (v (*), dx) = f J (rot v (х)} пх) dS = 0.

V 8

dx
С другой стороны, dx — ^т dt — v (ф (t)) dt на Г,

т

I v (Ф (0) I2 Л > 0,

о

так как скалярный квадрат положителен. Полученное
противоречие доказывает теорему.

Выясним, что происходит с бесконечно малой каплей жидкости
в процессе ее движения. Пусть х = (я , а?2, тд), х = (? , я2, я3),
точка а: лежит в шаре бесконечно малого радиуса р с центром в

-I
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точке х. За бесконечно малое время т точка х смещается в точку

у, точка х—в точку у. Пренебрегая бесконечно малыми высшего

порядка по сравнению с т, получаем

У ZZ X + TV (х), у Ж X + TV (х).

Вектор а = х — х преобразуется в вектор

Ъ = у — у &a + %(v(x) — v (х)).
Пренебрегая бесконечно малыми высшего порядка относительно р,
получаем

v (х) — V {х) ^i/ (х) {х — х),

(toj(*)\
где v' [х) — матрица Якоби I

дх I, так что

Ъъ(1 + %V (х)) а. (10)

Итак, бесконечно малый вектор а с центром в точке х капли

переходит в бесконечно малый вектор Ъ с центром в точке у

сдвинутой и деформированной капли. Капля сдвигается на вектор

tv (х); выясним, как она деформируется.
Представим матрицу U (х) = v' (х) в виде суммы

симметричной матрицы е(х) и кососимметричной матрицы ©(#):

U {х) = е (х) + со {х).
Из тождеств

находим

1 /dvjix) dvk{x)\
&ik w- 2 I dxk

"г
&u;.

(H)
Пренебрегая бесконечно малыми порядками т2, получаем

/ + tU (х) = / + т (8 (ж) + со (х)) = (/ + те (ж)) (/ + тсо (х)),

т. е. вектор Ь получается из вектора а в результате
последовательного применения бесконечно малых линейных преобразований
/ + xs(#), /-f-TCo(#). Выясним геометрический смысл этих

преобразований.
Матрица 7 + те (х) —симметричная. Как известно из

линейной алгебры [8], [20], вектор Ь = (/ + те (х)) а получается из

вектора а растяжением вдоль трех взаимно перпендикулярных
направлений (главные оси). Именно, для симметричной матрицы
существует ортонормированный базис {е^ е2, е3|, состоящий из

собственных векторов этой матрицы: те (х) е^ = Х^вр где Xj —

собственные значения. Вектор (/ + те (х)) а получается из вектора а

растяжением вдоль направлений е^ е2, еь с коэффициентами 1 + Ки
1 + Яг, 1 + А,з, так что бесконечно малый шар радиуса р переходит
в бесконечно малый эллипсоид с полуосями p(l-fXi), p(l + ta),
р(1 + Яз) (рис, 25), Пусть F = объем шара, V — объем эллипсоида;
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тогда

f = (1 + 4)(1 +W + 4)~1 + 4 + *2 + *3 =

= 1 + т Sp 8 (х) = 1 + т div t> (а?).

Поэтому относительное объемное расширение 6 равно

.
7-7

'
= т div v (х) = т Sp е (ж).

Матрица е (#) называется тензором деформации.
Из формулы (11) следует, что

(12)

(/ + то (#)) а = а + -Tj- т rot t? (#) х а. (13)

Рис. 25.

Следовательно, это преобразование — поворот вокруг оси,
проходящей через начало координат и направленной вдоль вектора
rot v (х), на бесконечно малый

1
УГ0Л

"у х I rot о (ж) ]. Это

преобразование не изменяет объема (с
точностью до малых высшего

порядка относительно тир). Объем
изменяет только преобразование
/ 4- те (х)\ тем самым, в силу (12),
заново доказана теорема Лиувил-
ля (см. 6)).

Итак, бесконечно малая капля

жидкости с центром в точке х

по прошествии бесконечно малого времени х испытывает:

1) смещение на вектор iv (х) (поступательное движение);
х

2) вращение с мгновенной угловой скоростью у rot v (х);

3) растяжение вдоль трех взаимно перпендикулярных осей

(деформация).
Вычислим приращение длины вектора. Оно происходит только

при деформации. Имеем ds = a, ds' = &, так что

ds'2 ~-ds2 = \(I + те (а?)) а |2 — | а |2 «
п

« 2т (е (х) а, а) = 2х 2 ejft (ж) dxdxk%

С точностью до бесконечно малых высшего порядка имеем

fdv)(x) dvh(x)^ds'2 = ds2 + i ^ дяь дхх dx-dxu.
з ft

"ft --j

Точно так же описываются малые деформапии твердого тела,

(14)
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§ 4. Производная в сплу системы. Первые интегралы

1, Производная в силу системы. Рассмотрим систему
из п уравнений

^-/(*,*). (1)

Предположения. В некоторой области G в про-

странстве Щ%1 для системы (1) выполнены условия
основной теоремы (гл. 2, § 1). Все прочие функции u{t, x)fl
которые рассматриваются ниже, непрерывно

дифференцируемы в области G.

Пусть и (t, х) — некоторая функция, х =ф (t) —
решение системы (1). Вдоль этой интегральной кривой
функция и будет функцией одной переменной t:

u{t,<f{t)) = w{t). (2)

Дифференцируя это тождество по t и учитывая, что х =

= <р(?) — решение системы (1), получаем

dw (t)
_

ди (t, х) V^ du(t, х) dxj
+ !¦¦dt dt **d dxk dt

*=cp(i;

Полученное выражение называется производной функции
и в силу системы (1) и обозначается и или ~^> Таким

образом,

«(^) = ^?) + i'-ir!/H^4 (3)
J=l ;

Рассмотрим автономную систему из п уравнений

§.-/<*) ю

и функцию и(х). Ее производная в сплу системы (4)

равна
п

и (*) = 2^ /, (*) ^ (V« (*), 1 (х)), (5)
7=1 *

где Vu (л?) = (-j^-i ..
-i ^-^) — градиент функции и {х).
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Производная в силу системы (4) называется также
производной по направлению векторного поля или

производной Ли (в честь норвежского математика Софуса Ли).
Замечание 1. Производной функции и (х) по направлению

I называется величина

ди (х)

-^=(Vu(x), I),

где ?— единичный вектор. Это частный случай производной по

направлению векторного поля; последняя учитывает не только на-'

правление, но и длину вектора (см. (5)).

Лемма. Пусть и (#)— производная в силу системы (4),
и (х) ^ 0 (и (х) <; 0) в некоторой области D. Тогда

функция и (х) не убывает (не возрастает) вдоль любой
фазовой траектории системы (4), лежащей в области D.

Доказательство следует из (2): если и(%)^0,
то w'(t)>0 и функция и(<рШ) = w(t) не убывает с

ростом t.

Пусть и (х) — гладкая функция, Vu (х)ф0 в

некоторой области D. Тогда уравнение и (х) = 0 определяет
гладкую гиперповерхность S (гл. 2, § 10), а вектор
Vu (х) ортогонален к S в точке х и направлен в сторону

возрастания функции и (х). Если и{х)^.0 в области Z),
то вектор / (х) образует прямой или тупой угол с

вектором Vu (ж), и потому направлен в сторону убывания (или
постоянства) функции и (х). В ту же сторону направлена

фазовая траектория f системы (4), выходящая из точки х,

так как / {х) — касательный вектор к f в точке х. Эти

рассуждения дают геометрическое доказательство леммы.

Производная в силу системы (4) инвариантна
относительно гладкой замены переменных. Это означает

следующее. Сделаем гладкую обратимую замену переменных х =

= ф {у) (гл. 2, § 10), тогда функция и (х) перейдет в

функцию и{у)=и (ф (#)), а система (4) — в систему

Производная в силу системы при этом не изменяется,

т. е.

и (х) = и{у),
9

если х и у связаны соотношением х = ф(#). Здесь и(х) —
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производная в силу системы (4), а и (у) — производная
в силу системы (4'). Действительно (гл. 2, § И),

У,и (у) = Vu (х) (Ф' (y)f f (у) = (q/ (у))-1 / (*),
где х = ф (#), так что

и(у) = Ш(у))*)-1Чи(*)*

(Ъ u{y)J {у)) = (Vu (ж), / {х)) = и (я).

2. Первые интегралы. Функция и (х) называется

первым интегралом автономной системы (4), если она

постоянна вдоль каждой траектории этой системы. Таким

образом, если х = ф (t) —решение системы (4), то функция
и (ф (t)) = const при всех t.

Теорема 1. Для того чтобы функция и(х) была

первым интегралом системы (4), необходимо и достаточно,
чтобы она удовлетворяла соотношению

2^ш-о. (6)
3=1 *

Доказательство. Пусть и(х) — первый интеграл
(в некоторой области D) и х= (p(t)—решение системы (4).
Тогда функция w (t) = а (ф (t)) — постоянная, так что

и (х) = 0 на этой траектории, и из (5) следует (6). Пусть
соотношение (6) выполнено в области D и х = ф (t) —

уравнение фазовой траектории, лежащей в области D.
Тогда

п

4^(ф(о) = 2^^И1-ф(о = о
3=1 >

в силу (6), т. е. и (ф (t)) не зависит от t.

Замечание 2. Аналогичное утверждение верно и

для неавтономной системы (1); условие (6) заменяется

следующим:

4^+ld-^h(t,X)=0. (7)
з=1 '

Замечание 3. Условие (6) имеет простой
геометрический смысл. Вектор Va (х) ортогонален к

гиперповерхности S: и (х) = с; из условия (6) следует, что

вектор / {х) касается поверхности S, так как он ортогонален
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вектору Wu (ж). Поэтому фазовая траектория у,
проходящая через точку х° е Sx лежит на гиперповерхности Sr
так что и (х) s с на Y-

Следствие. Первые интегралы инвариантны
относительно выбора системы координат.

Именно, сделаем гладкую обратимую замену
переменных х = ф (у), тогда система (4) перейдет в систему (4').
Если и (х) —первый интеграл системы (4), то функция
и{у) = и (ф(#))—первый интеграл системы (4').

Действительно, и(у) =и (х) = 0, т. е. функция и {у) удовлетворяет
соотношению (6), записанному в переменных у:

3=1 **

Пример 1. Решения системы

даются формулами

Hi = ci, ..., yn-i = c„-i, yn = t + cn.

Функции v1(y)=yli, ..«, i7n_! {y) = уп-х — первые
интегралы этой системы. Всякий первый интеграл системы (8) есть

функция, не зависящая отуп'и (у) = w (z/x, ..., yn-i)-
В этом примере имеется /г — 1 независимых первых

интегралов (понятие независимости функций см. гл. 2,
§ 9), и любой первый интеграл есть функция от них.

Точно такое же утверждение, с некоторыми оговорками,
справедливо для любой автономной системы.

Теорема 2. Пусть точка а не есть положение

равновесия автономной системы (4). Тогда в некоторой
окрестности U точки а существует п — 1 независимых пер-

вых интегралов и^х), ..., ип^1(х), и всякий первый
интеграл и (х) есть функция от них, т. е.

u{x) = F (иг (ж), ..., ип_х (#)), (9)
Доказательство. Пусть окрестность U достаточно

мала, тогда существует окрестность V точки у
= 0 ж

гладкая обратимая замена переменных х = ф(у), приводящая

систему (4) к виду (8) (§2). Полученная система имеет

независимые первые интегралы vx (у) =уг, ..., i;n—i {у) =
== Уп-ъ и всякий первый интеграл v (у) есть функция
от них: ^{y)=F {^xiy)i.««i ^n-i(y))i как показано в при-
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мере 1. При обратной замене переменных у
= i|) (х) эти

первые интегралы переходят в первые интегралы иг (х), ..¦

,..., Un-^x) системы (4), которые тоже независимы (гл.2,
§ 10), v(y) перейдет в первый интеграл и(х), откуда

следует (9).

Пример 2. В теореме 2 предполагается, что точка а

не является положением равновесия системы (4). Это
условие существенно: например, всякий первый интеграл
системы

* = х, у = у,

непрерывный в окрестности положения равновесия (0, 0),
есть тождественная постоянная. Действительно, фазовые
траектории зтой системы — лучи х = Ае\ у = Вег (т. е.

у
= Сх), выходящие из начала координат. Первый

интеграл и{х, у) постоянен вдоль любого такого луча и из

непрерывности и в начале координат следует, что и ^

= const. В этом примере всякий первый интеграл имеет

вид и(х, y)=f(y/x) (если мы рассматриваем область, не

содержащую оси х); можно записать первый интеграл в

виде и(х, у) =F(cp), где ф —полярный угол.

Первый интеграл и (х) — это некоторый закон

сохранения: при движении точки вдоль фазовой траектории
х= ф (t) величина и {х) сохраняет то же значение, что и

в первоначальный момент времени. Именно из таких

соображений (т. е. как законы сохранения) и были
получены многие первые интегралы дифференциальных
уравнений классической механики.

Пример 3. Функция Гамильтона Н (х, р) есть

первый интеграл гамильтоновой системы

**к
__

дН {х, р) tPj дН (х, р)
dt

~~

др.
> dt

~

dt. '
*— 1, ^, ..., п.

Действительно, производная функции Н в силу системы

равна

in* п\ V дН дН
, v дН ( дН\

п

Функция Гамильтона — это энергия соответствующей
механической системы, и тот факт, что она есть первый
интеграл, выражает закон сохранения энергии.

Пример 4. Одномерное движение материальной
точки массы т в потенциальном поле описывается урав-
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нением Ньютона

тх = — U'(x).

Его первый интеграл —это функция v{x, х), которая

постоянна при # = ф(?), # = ф(?), где я = фШ — решение.
Умножив обе части уравнения на х, получим

?(«! + *«) _ц
так что

где Е — постоянная. Левая часть этого равенства
—

первый интеграл. Он носит название интеграл энергии, так

как равен сумме кинетической энергии и потенциальной
энергии. Аналогично доказывается, что система

уравнений Ньютона

гпх = — VU (#), х = (xv .,., хп).

имеет первый интеграл (интеграл энергии)

2g- + U(x)-E. (10)

Для доказательства достаточно умножить обе части

системы скалярно на вектор х.

Если известен первый интеграл системы, то ее

порядок можно понизить на единицу. Для наглядности

рассмотрим автономную систему из трех уравнений

^ = а{х, у, z), -§- = Ь(ж, у, z), $L = с (х, у, z) (И)

и пусть и(х, у, z) — первый интеграл. Уравнение и(х, у, z) =

= с определяет поверхность S в пространстве (для этого

достаточно, чтобы Vu?=Q на S — гл. 2, § 9). Эта
поверхность расслаивается на фазовые траектории.

Действительно, пусть if
— фазовая траектория, заданная

уравнениями

я = фШ, I/ = i|)U), z=*%(t)
и пусть точка (#<>, у о, z0)=P0l отвечающая значению t =

= t0, лежит на S. Так как u(xQ, z/0, z0) = с и функция и

сохраняет постоянное значение вдоль *у» то и^х-> У-> z>i ~

= с вдоль ^, т. е. кривая y лежит на поверхности S.
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ди (Ро).Пусть, для определенности, dz° фО; последующие

рассмотрения носят локальный характер, т. е. действие
происходит в малой окрестности точки Р0. По теореме о

неявной функции из соотношения и{х, у, z) — с можно

выразить z через х, у, так что

z = cp(#, у, с). (12)

Тогда система (И) сведется к системе из двух уравнений

Решив эту систему, мы восстановим z по формуле (12).
Третье же уравнение
системы (11) обратится в

тождество. Аналогично

доказывается, что если известен первый
интеграл системы из п

уравнений (4), то ее можно

свести к системе из (тг —1)-го

уравнения.
Если известны два

(независимых) первых
интеграла и(х, у, z)9 v(x, у, z)
системы (11), то эта система

интегрируется.
Действительно, рассмотрим поверхности 51? ?2, заданные уравнениями

Ряс. 26.

и{х, у, z) = d,

v(x, у, z) = Cg.

(13)

Пусть y — линия их пересечения (рис. 26), тогда ^
—

фазовая траектория. Действительно, выпустим из некоторой
точки Р0е7 фазовую траекторию; по доказанному выше

она обязана лежать и на поверхности Si, и на

поверхности S2, а потому совпадает с *у.
Таким образом, интегрирование системы (11) свелось

к тому, чтобы из системы (13) выразить одно из

переменных через два других.
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§ 5. Одномерное движение частицы
в потенциальном поле

1. Рассмотрим одномерное уравнение Ньютона

nrf--#'(*). (1)

Оно эквивалентно системе

i-y, my = -U'(x), (2)

которая имеет первый интеграл (§ 4)

2f+U(x) = E. (3)

Исследование фазовых траекторий системы (2) свелось,
таким образом, к исследованию семейства кривых,

зависящего от параметра Е. На заданной траектории значение

энергии Е можно найти из начальных условий: если

х(0) =я0, i(0) =*slf то Я= тх\/2 + U(xQ).
Положения равновесия системы (2) — это точки вида

(а, 0), где ?7'(а)=0. Фазовые траектории, отличные от

положений равновесия,— гладкие кривые, как показано

в § 1. Можно проверить этот факт непосредственно:
градиент левой части уравнения (3) равен Ш'(х), ту) и

обращается в нуль только в положениях равновесия.
Соотношение (3) позволяет проинтегрировать

уравнение Ньютона; именно, если x{t0) =#0, x(t0) =#i, то

х

*=±/1(*-^))>±/11у=Г'-'°' (4)

значение Е указано выше.

Пусть потенциальная энергия U(x) имеет вид,

изображенный на рис. 27. Будем предполагать, что функция
U{x) дважды непрерывно дифференцируема при —°° <

<#<«>, имеет только две точки 0, х, где ?/'(д;) = 0 и

U(—оо) = +оо) [7(+оо)=0. В этом случае имеются два

положения равновесия (0, 0) и (х, 0). Так как Uix) < Е
(см. (3)), то движение с заданной полной энергией Е
может происходить только в тех областях, где U(x) < Е;
в данном примере

— только на интервалах (хи хг) и

U«, °°). В точках, где U{x)=:Ei имеем х = 0, т. е. ско-
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рость частицы обращается в нуль; они называются

точками остановки.

Рис. 27.

Iе. Пусть начальная точка х0 лежит на отрезке lxuxjf
тогда x(t) лежит на этом отрезке при всех t, —©о <?<<».
Такое движение называется финитным; частица
колеблется между точками xt и х2. Пусть х(0) > О, тогда при
малых t>0 частица будет двигаться вправо от точки х0,
так что

я

/- т_ С dx
тт{

V 2 J yE-U(x)
%

при малых t > 0. В момент времени

*-¦/+]7i=m (5>

частица придет в точку х2. Заметим, что ?1 < °°:

поскольку U'(x2)?=b, то E—U(x) U'(x2)(x — x2) при х->х2 и

интеграл сходится. Затем частица поворачивает налево

(по этой причине точки остановки называются также точ-
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ками поворота) и ее движение описывается уравнением
х

1 У 2 J yE-U(x)

до того момента времени, пока она не придет в точку

поворота xit После этого она поворачивает направо и т. д.

Период Т колебаний частицы равен удвоенному времени,
за которое частица пробегает интервал {хи х2), т. е.

х2(Е)

T(E) = V2^> f n/

dx

(6)
Xj(E)

Напомним, что U(xj(E)) —E1 / = 1, 2. Фазовая

траектория — замкнутая кривая, содержащая внутри себя

положение равновесия (0, 0) и картина фазовых траекторий
такая же, как и в случае центра (рис. 9).

2°. Пусть начальная точка х(0) = х0 лежит справа
от точки поворота хг (рцс. 27), и пусть i(0) < 0. Тогда

движение частицы описывается соотношением

х

t/jl Г dx
t* 2 J Ve-UIx)УЕ — U (х)

пока она не дойдет до точки поворота х3, а в

последующие моменты времени—уравнением

л/w f dx . . . ~|/ m f dx

У TJ уж^ТЩ~~
~

3i 3~
"

TJ Ve-u{X)
хз xo

При t ->¦ +oo имеем x -* +°°, т. е. частица уходит на

бесконечность (напомним, что ?/(+°°)=0). Такое
движение называется инфинитным. Аналогично, xit) -*¦ +<»

при ?->—oot и фазовая траектория
— бесконечная

незамкнутая кривая (рис. 27).
3°. Если энергия частицы E>EQi то движение также

будет инфинитным.
4°. Пусть Е = Е0. Тогда частица будет совершать

финитное движение, если х<х, и инфинитное, если х>х.

Соответствующие фазовые траектории называются

сепаратрисами (разделяющими); одна из них отделяет область

финитных движений от области инфинитных движений.
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Структура траекторий в окрестности положения

равновесия (#, 0) такая же, как и в случае седла (рис. 8, 27).
Пусть х0 < х, #(0) > 0, тогда частица будет двигаться

вправо от точки х0 и придет в точку х за бесконечное

время. Действительно, это время дается формулой (5), где
Е = Ео, хг = Ж. Если порядок касания кривой U = U(x)
и прямой U = E0 конечен, то

Е0 - U(x) ~А(х- х)п (х - х),

где А Ф0, п>2, и потому интеграл (5) расходится; тем

более он расходится, если порядок касания бесконечен.

Такое движение называется в механике лимитационным.
2. Колебания маятника. Рассмотрим колебания

плоского математического маятника — точка массы m

подвешена на конце нити длины I и находится в однородном

поле тяжести. Колебания маятника описываются

уравнением

тпРср + mgl sin ф =* 0,

где ф
= ф(?)— угол отклонения маятника от вертикали.

Имеется интеграл энергии

-|- Ы2ф2 — mgl cos ф
= Е. (7)

Положим ф = х, ф
= у и перейдем к системе единиц, в

которой m = 1, I = 1, тогда фазовые траектории маятника

задаются уравнениями

у2
~ cosx = Е.

Положения равновесия — точки (пя, 0), п = 0V ±1, ±2, ..,

Четным значениям п отвечает нижняя точка подвеса,

нечетным — верхняя. Ввиду периодичности косинуса
достаточно изобразить траектории при —л; < х ^ я. Тем же

способом, что и выше, получаем, что при —1<Е<1

фазовые траектории — замкнутые кривые, содержащие

внутри себя точку (0, 0), при Ш1 > 1 — незамкнутые
бесконечные периодические по х кривые (рис. 28).
Области, отвечающие финитным и инфинитным движениям,
разделены сепаратрисами. При |?|<1 маятник

совершает периодические колебания, не поднимаясь до верхней
точки подвеса; при \Е\ > 1 маятник крутится вокруг
точки подвеса.
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Вычислим период колебаний маятника. Из (7)
следует, что если \Е\ <mgl, то Е можно записать в виде Е=*
= —mgl cos ф0, где ф0 > 0 — максимальный угол
отклонения. По формуле (6) находим

Т(Е) =

__
% __ч>о

= 41/1 Г *Ф
-
= 9. |/1 Г *Р

Яг^Уссф-ссф. f J f^%^*±
Подстановка (sin ф/2) (sin ф0/2)-1 = sin и приводит этот

интеграл к виду

где

К

Я/2

7 2 • 2

/с sin И

(8)

Функция К(к) называется полным эллиптическим

интегралом первого рода [39]; эта функция протабулирована.
Формула (8) показывает, что период колебаний маятника

Рис. 28.

зависит от амплитуды, что характерно для нелинейных

колебаний. При малых ф0 (т. .е. при малых колебаниях

маятника) имеем

и в первом приближении период не зависит от Е (ср. гл. 1,
§ 6).

3. Эллиптические функции. Решения уравнения коле-»

баний маятника выражаются через неэлементарныв
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функции — эллиптические функции Якоби. Приведем их

определение и основные свойства.

Рассмотрим нелинейную систему уравнений

Vl = 0208» 02 = — 0103, 03 = — &20102, (9)

где к — постоянная, 0 < к < 1. Решения этой системы

с данными Коши

^(0) = 0, i/2(0) = l, 0,(0) = 1 (10)

называются эллиптическими функциями Якоби и

обозначаются соответственно

у^х) = sn#, уг (х) = сп х, y3(x) = dnx

(приняты также обозначения sn(#, /с), сп (#, &), dn (х,
к)). Поэтому система (9) имеет вид

(sna;)7 = cn#dn;r, (спя)' = —sn#dn x,

(dn x)' = —A2 sn я dn x.

Постоянная к называется модулем эллиптических

функций, постоянная
к' = 11=кг (12)

называется дополнительным модулем.
Существуют другие способы определения

эллиптических функций (см. ниже). Но все их основные свойства
можно получить непосредственно из системы (9).
Приведенные ниже рассуждения поучительны в том

отношении, что показывают силу общей теории
дифференциальных уравнений.

Найдем первые интегралы системы (9). Умножим
первое уравнение системы на 2уи второе

— на 2уг и -сложим

их, тогда получим

2угу[ + 2у2у\ = ^ (у\ + у\) = 0.

Умножим первое уравнение на 2к2уи третье — на 2уъ и

сложим их, тогда получим

2^Угу[ + 2у3у'3 = ± {к?у\ + у\) = 0.

Итак, система (9) имеет первые интегралы

у\ + Уг - си к2у\ + у\ = с,.
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Учитывая данные Копти, получаем тождества

sn2 х + en2 х = 1, к2 sn2 х + dn2 х = 1. (13)

Основная теорема (гл. 2, § 1) гарантирует
существование решения задачи Коши (9), (10) лишь на

некотором интервале (—6, б). Но поскольку правые части

системы (13) непрерывно дифференцируемы при всех уи

Уг<> Уз, а функции sn#, спя, dn# ограничены при всех х,
в силу (13), то решение задачи Коши (9), (10)
существует при всех х,

— °° <#<<*>. Кроме того, функции
sn х, en «г, dn х бесконечно дифференцируемы при всех х,

так как правые части системы (9) бесконечно

дифференцируемы.
Из тождеств (13) следует, что

—l^snr^l, —l^cnz^l, kf<dnx<l

при всех х. Докажем последнее из этих неравенств.
Имеем 0<А'< ldn#l < 1, так что функция dux не об-*

ращается в нуль, и поскольку dn 0 = 1 > 0, то kr ^
^dnz^l.

Покажем, что sn я — нечетная, сп ж, dn х — четные

функции, так что

sn i—x) = —sn х, en (—х) = сп х, dn (—х) = dn х. (14)

ПОЛОЖИМ Ziix) = —yt(—X), Zz(x) = Уг(—Х)} Z3{x) = уг(—х)\
тогда получим систему

Z\ = ?2?3, ^2 = — ^1^з* z3 == — к Z}Z<i

и задачу Коши

Zl(0) = 0, z2(0) = l, z3(0) = l.

По теореме единственности

Zi(x) = г/iU), z2(x) = уг(х), zs(x) = у3(х).

Функция dnx не имеет нулей. Исследуем нули функ*-
ций sn#, сп х. Из (9), (13) имеем

у'{ = yly\ = {l-y\){l-Wy\).
Так как у\ (0) = 1, то функция yt(x) возрастает и

положительна при малых х > 0 и потому
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Это уравнение имеет вид /(#4) = х, где /(г/i) — строго
монотонно возрастающая функция при 0 ^ у{ ^ 1. Поэтому
у^х) =/~Ч#) строго монотонно возрастает при 0^х<К,
где

1

Г du

К =
J V (1-»»)(!-Л")*

(16)
о

При х — К имеем

sn?=l, cn? = 0, dn? = /c'.

Выясним, как изменяются значения эллиптических

функций при сдвиге аргумента на К. Положим х = t + К и

сделаем преобразование

Это преобразование не меняет начальных данных, т. е.

*i(0)=0, «а(0) — 1, *,(0) = 1.

Покажем, что оно не меняет системы (9), т. е.

^1
ш ^2^3» ^2 = — ^1^3» ^3 == — ^ ^1^2*

Действительно,

SlW._ffiLM bfl-k'Up *,(*)--?-„

откуда находим

Vs 2/3 ^3

e

2~"
~~ Z2Z3*

J/3

Поэтому первое из уравнений (9) не меняется.

Аналогично доказывается, что не меняются остальные

уравнения.

В силу теоремы единственности z^x) = ^Ы, / = 1, 2, 3,
так что справедливы важные формулы

Вц(* + Я)-^, cn(x + K) = -Jc'snx

У (17)
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Из этих формул следует, что

/ , о ЪГ\ СП (Х + К)
Bn(s + 2&)-dn;j + JC)--3nst

cn(z + 2К) - _Л'^|±|1 = _сп^ (18)

dn(g + 2ig)°dn(x + Z)"dna;-
Следовательно,

sn (х + 4Ю = sn х, en (# + 4Ю = en я. (19)

Таким образом, функции sn#, спя периодические, с

периодом 4?, функция dn# периодическая, с периодом 2К.

Далее, из (18) следует, что sn2Z = 0, cn3i? = 0, ..., так

что

sn 2тК = 0, en (2т + \)К = О (20)

при любых целых т. Других вещественных нулей
функции sn#, спя не имеют.

Положим

sn х = sin ф,

причем ф = 0 при х = 0, ф возрастает при 0 ^ х < X.

Угол ф называется амплитудой эллиптических функций.
Далее, из (13) находим, что

сп х = cos ф, dn х = ill — kz sin2 ф.

Функции sn#, en х, dn:r называются, соответственно, си-

нус-амплитудой, косинус-амплитудой и

дельта-амплитудой. Функцию dnz обозначают также Дф. В частности,

2^ = dn# = Дф.

Вернемся к уравнению колебаний маятника. Пусть
в начальный момент йаятник находится в самом низком

положении: ф(0) = 0, а его начальная скорость v{0) =

*= v0 > 0. Так как v = /ф, то энергия маятника равна

Е = -^ — tfi#Z = — т#а, а = I —Л

и уравнение (7) имеет вид
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откуда находим

ф

1_ г #
~~

V2i J Уl cos г|>
— а

(21)

Случай 1. а> —I. Тогда vQ < 2VgZ, т. е. начальная

скорость маятника не очень велика. Положим

а = I cos а, к2 = sin2 -^-; (22)

получим

ф

cos ф — cos а ^ # J
, / * а о"Ф

о
к Y

о |/ sin2 у—sin2y
и

__

1 / I С dx
~ V 1 J /(i_*»)(i_*V)'

Мы сделали подстановку

sir

Следовательно,

. гЬ .а . ф .а
sin

-у
= л: Sin у2 smy

= и sin
у.

или

sin |- = sin^sn(/fMinf). (23)

Движение маятника периодично с периодом 4jAf#. Так

как —1 ^ sn# ^ 1, то угол ф меняется от —а до а.

Случай 2. а=—1. Имеем 170 = 2У^/, так что а = я,
в силу (22)

• Ф
81Пу

= Ux

откуда находим

. if I С dx i 4/ I
л i + u

о

sinf = th(^f).
Если t меняется от 0 до °°, то угол ф монотонно

возрастает от 0 до я, так что маятник движется все время
в одном направлении. Но ф < я при всех t — маятник
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никогда не займет предельное положение ф
= я (самое

верхнее положение).

Случай 3. а<1. Тогда v0>2T/gl, т. е. начальная

скорость маятника достаточно велика. Положим

к2 = т—? sin
2
= х± sin

Т
= и* №)

так что 0 < к2 < 1. Получим
и

и, окончательно,

fliniem(4-l/f *,*), (25)

где А: указано в формуле (24). _Маятник достигает

наибольшего положения при?= у —&<> но его скорость

никогда не обращается в нуль. Поэтому маятник движется

по окружности все время в одном направлении.

4. Движение частицы в поле с кубическим
потенциалом. Рассмотрим уравнение

тх + dx~ (Ь°х3 + Ь^ + Ь**)> b° ^ °*

которое называют уравнением ангармонического
осциллятора. Его можно привести к виду

1 d
Х "*" ~2~ Тх (х* "*~ °"^ "*" а%х} = ® ^)

с помощью замены х = ту/2Ь0. Интеграл энергии
запишем в виде

хг - g(x) = 0, g(x) = -х2 + а,х2 + агх + 2Е, (27)

где Е
—

энергия частицы. Имеем

±-* =Л, (28)
У/И

так что

±

J У/ (*)
Как будет показано ниже, xit) выражается через
эллиптические функции Якоби. В зависимости от величины

энергии Е возможны два случая.
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Случай 1. Уравнение /(#)*= О имеет один

вещественный корень х0.

Тогда f'(x0)?=0 (в противном случае fix) =—(х — х0)3),
и так как /(—«>) = +°°, /(+«>) = —°°, то f(x0) < 0. Далее,

/Ы >0, х<х0; /Ы<0, х>х0,

так что движение частицы возможно только в области

х<:Х0. Пусть в начальный момент частица находится в

точке Xi < х0. Если х(0) > 0, то частица движется вправо,
8а конечное время (f(x0)?=0 — см. п. 1) доходит до

точки поворота х0 и затем движется влево. Если дгДО) < 0,
то при t > 0 имеем

С dy

J V/ (у) j
t

оо

Г dy
где Xi < х. Так как J уггл

= °°з то #u) ~+ ~~°° ПРИ

Значительно более интересен.
Случай 2. Уравнение /Ы=0 имеет три

вещественных корня xt < х2 < х3.

a) #i<#2<#3 (корни различны). Тогда f(x)>0 при
—оо <х<хи х2<х<х3 и /(ж) < 0 при Xi<X< х2, х3 <
<х< +<х>, так что движение частицы возможно только

в областях —оо<#<#1э х2^х<:Х3. В первой из них

движение частицы инфинитно, и мы рассмотрим
движение частицы в потенциальной яме х2 < х < xz. В
уравнении (28) сделаем замену xz

— х = у2; получим

К (*•-*!-»*)(*•-*!-»*)

Сделаем замену у =» Уж, — xt z; тогда

^====
= ± уХз _ Xl Л. (29)

В этой формуле
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так что 0 < к2, < 1, и подкоренное выражение для z

неотрицательно. Из (30) следует, что 2 = 0, если х = хь и

2=1, если х = х2. Положим ,z(0)=#s; тогда i(0)<0

(частица движется влево) и

2,/с),t =
г \ г

=
г

sn-1 (
v4 - xi j /(1 - и2) (1 - *V) V*z-*i

где функция sn"1 — обратная к функции sn, так что

х (*) = х2 + {х2 - х3) сп2 ( "'У*1 *, /сJ. (31)

Движение частицы периодично с периодом
1

Г=
* Г .

*ц
= ^-7=L=g(AQ> (32)

/*e-*ij /(l-u2)(l-AV) /*b-*i

где Kik) — полный эллиптический интеграл первого рода.
б) Xi < х2 = х3. В этом случае fix) > 0 только при

—оо < х < #i, и движение частицы инфинитно. Кроме того,
имеется положение равновесия ix2l 0), так как fix2) = 0.

в) Xi = x2<x3. В этом случае fix) = ix — x^ixs — х),
fix) > 0 в области —©о < х < х{, где_ движение частицы

инфинитно, и в области Xi ^ X ^ х3. Пусть xiQ)=xz;
тогда уравнение (28) примет вид (частица движется влево)

л+
dx

{x-*i)Vxs-x
о 2du 1 , , а + и ЛГ

х = ца, 5
= — "In —!—, а = у х* — х-,.1

Xl
—

xB + u2 а а~и
3 г

Если х = х3, то и = 0. Интегрируя от 0 до а, получаем

а а — и'

откуда находим

Функция xit) принимает наибольшее значение при ? = 0
и xit)-+xt при t-+±°°, с экспоненциальной скоростью:

x{t)^x1 = 0(e~y^^^UI2\ |*|-*оо.
Этот пример мы обсудим более подробно в гл. 5, § 4.



276 АВТОНОМНЫЕ СИСТЕМЫ И ТЕОРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ [ГЛ. 4

г) Xi =* х2 = #3. Тогда fix) = — (х — Xi)\ и движение

частицы инфинитно.
Рассмотрим еще один пример

—

уравнение Дуффинга

х + а2х-$х3 = 0, р>0. (34)

Нетрудно видеть, что если в уравнении колебаний

маятника заменить приближенно sin ф на ф
— ф3/6, то

получим уравнение вида (34).

Проинтегрируем уравнение (34). Будем искать

решение в виде

x(t)=Asn[a(t + C), к], (35)

где А, а, С, к — неизвестные постоянные. Так как

уравнение автономное, то С — произвольная постоянная.

Имеем из (35), (И), (13)
§

х = A sn и, х = аА сп и dn и%

х = — Аа2 (sn и dn2w + к2 sn и сп2и) =¦ — Аа2 (1 + к2) snu +

+ 2Аа2к2 sn3 и = - а2 (1 + к2) х +^х\

Сравнивая это выражение с уравнением (34), получаем

а2(1 + /с2) = со2, 2а2к2 = $А\ (36)

Итак, всякое решение уравнения (34) имеет вид (35),
где С — произвольная постоянная, а параметры А, а, к

связаны соотношениями (36).

§ 6. Устойчивость. Функция Ляпунова

1. Устойчивость положения равновесия. Слово
«устойчивость» настолько выразительно, что правильные

интуитивные представления об устойчивости имеются у всех.

Рассмотрим металлический шарик, который катается по

горке (рис. 27). Имеются ровно две точки покоя

(положения равновесия): дно впадины 1(# = 0), и вершина
горки 2 (х = х). Ясно, что первое из них устойчиво, а

второе
— нет. Действительно, если слегка подтолкнуть или

сместить шарик с вершины, то он либо будет колебаться
во впадине, либо укатится на бесконечность. Если же

шарику, находящемуся в точке 1, сообщить малую

начальную скорость и слегка его сместить, то он будет со*
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вершать малые колебания вблизи этого положения

равновесия.

Но таких наглядных представлений об устойчивости
совершенно недостаточно, чтобы решить мало-мальски

серьезную задачу об устойчивости реальной физической
или технической системы. Теория устойчивости
создавалась многими математиками, механиками, физиками.
Фундаментальные результаты в теории устойчивости
принадлежат знаменитому русскому математику А. М.

Ляпунову.

Рассмотрим автономную систему из п уравнений

?-/(*)• (1)

Обозначим х (?; х°) решение этой системы с начальными

данными

x\t^ = x\ (2)

Определение 1. Полоэюение равновесия а назьи

вается устойчивым по Ляпунову, если:

1°, Существует б0 > 0 такое, что если\ х° — я|<60, то

решение х (t; х°) существует при Q^t<°°.
2°. Для всякого е >0 существует б = 8(e) >0 такое,

что если |#° — «Кб, то

| х (?; х°) — а | <; г

при всех t, 0 < t < оо#

Это означает, что если в начальный момент времени

точка находится достаточно близко к положению

равновесия (т. е. величина \х° — а | мала), то и во все

последующие моменты времени, двигаясь по траектории,
точка будет оставаться вблизи положения равновесия.

Определение 2. Положение равновесия а

называется асимптотически устойчивым, если оно устойчиво по

Ляпунову и если

lim х (t; х°) = а%

при достаточно малых \х° — а\.
Это означает, что если точку немного сдвинуть из

положения равновесия, то она с ростом времени будет
стремиться вернуться в положение равновесия.

В примере с шариком положение равновесия 1 будет
устойчивым по Ляпунову, если трение отсутствует. Если
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имеется трение, то колебания шарика будут уменьшаться
с ростом времени, т. е. положение равновесия будет
асимптотически устойчивым.

Следует подчеркнуть, что мы рассматриваем
устойчивость положения равновесия по отношению к малым

возмущениям. Устойчивость по отношению к возмущениям,

которые не являются малыми — это значительно более
сложная задача.

В гл. 1, § 9 были исследованы фазовые траектории

двумерной автономной системы х = Ах, где х = (х±, х2)
и А есть (2 X 2)-матрица. Начало координат (0, 0) есть

положение равновесия, и его устойчивость в этом

примере легко исследуется^
1. Устойчивый узел, устойчивый фокус —

асимптотически устойчивые положения равновесия (рис. 7, 10).
2. Центр — устойчивое по Ляпунову, но не

асимптотически устойчивое положение равновесия (рис. 9).
3. Седло (рис. 8), неустойчивый узел, неустойчивый

фокус — неустойчивые положения равновесия.

2. Функция Ляпунова. Пусть х ^ йп, функция V (х)
непрерывно дифференцируема в окрестности U точки

х=а. Эта функция называется положительно

определенной (в области U), если

V{x)>0t хфа; V {а) = 0.

Если же выполнены условия

V(x)<0x хфа) V(a) = 0,

то функция V{x) называется

отрицательно определенной.
Пример 1. Функция

V (х) = х1 + х2 + .., +
Рис. 29.

положительно определена в любой окрестности точки

При п = 2 уравнение V = х{ + х\ определяет
параболоид вращения (рис. 29), который касается плоскости

(#i, х2) в начале координат, а его остальные точки лежат
выше этой плоскости. Линии уровня функции V — это

окружности Xi + х2 = с (с^О), которые стягиваются
в точку при с -> +0. Справедлива
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Теорема [7]. Пусть функция V(х), жейп,
положительно определена в окрестности U точки а. Тогда
множества уровня V (х) = е, лежащие в U,— замкнутые

гиперповерхности, окружающие точку а, если г > О

достаточно мало.

Пример 2. Рассмотрим квадратичную форму
п

V (х) = (Ах, х) = 2 0jftSj*ft- (3)

Здесь ajh = ahj, эти числа вещественны, так что А —

вещественная симметрическая матрица. Квадратичная
форма называется положительно определенной, если

{Ах1х)>01 хфО.

Положительно определенная квадратичная форма есть

положительно определенная функция в любой
окрестности точки х = 0.

Этот пример существенно используется в

последующем, и мы исследуем его более тщательно.
Лемма. Если А — вещественная симметрическая

(пXп)-матрица, то для любого жейп справедливо
неравенство

а\х\2^(Ах, ж)<Р|ж|2. (4)

Здесь а — наименьшее, р — наибольшее собственное
значение матрицы А.

Доказательство. Из линейной алгебры известно

[8, 20], что матрицу А можно привести к диагональному

виду с помощью ортогонального преобразования, т. е.

существует ортогональная матрица Т такая, что Т~1АТ =>

¦= Л, где Л — диагональная матрица с диагональными
элементами К^ Я2, ..., Яп. Сделаем подстановку х = Ту%
тогда

(Ах, х) = (АТу, Ту) = (ТтАТу, у) =

(так как Гт = Г-')

= (Т^АТу, у) = (Ау, у) = 2 ХяЪ

так что а \ у |2 < (Ах, #)< Р | у |2. Ортогональное
преобразование сохраняет длину вектора: | х |2 = | Ту |2 = | у \2g
и (4) доказано.
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Определение 3. Положительно определенная
в окрестности U точки а функция V (х) называется

функцией Ляпунова (системы (1)), если

!>(#)<(), x<=U. (5)

Здесь V(x)—производная в силу системы (1).

Теорема Ляпунова об устойчивости.
Если в некоторой окрестности U полооюения равновесия а

существует функция Ляпунова У (х)х то это положение

равновесия устойчиво по Ляпунову.
Наметим идею доказательства при п — 2\ пусть # =

= (0, 0). Линии уровня V (х) = с — замкнутые кривые

при малых с > 0. Эти кривые стягиваются в точку (0, 0)
при с ->¦ +0 и при малых с, > 0 линия уровня V(x) = Ci

лежит внутри линии уровня V (х) = с2, если ct < с2.

(Читателю, который найдет ошибку в этом утверждении,
рекомендуем перейти к чтению строгого доказательства.)
Выпустим фазовую траекторию 7 в момент времени t = 0

из точки x°t, V(х°) = с0. Так как V(x)^.0, то V {х)^.
<^.V (х°) = с0 вдоль траектории у (§ 4, лемма), т. е.

Ч лежит внутри линии уровня
V (х) = с0 при всех t > 0

(рис. 30). Поэтому точка не может сильно отклониться

Рис. 30. Рис. 31.

от положения равновесия. Чем меньше с01 тем меньше

область ^(#)^?0; она стягивается в точку при с0 -*- +0,
что и показывает устойчивость положения равновесия.

Доказательство. Пусть а = 0, выберем е>0
такое, что шар Кг: \ х | ^ 8 лежит в окрестности U точки
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х = 0. Пусть 8г — граница шара
— сфера] х\ = г (рис. 31).

Так как Se — замкнутое ограниченное множество,

функция V(x) непрерывна и V(x)>0 на Se, TominF(#) =
x=Se

= к > 0. Рассмотрим шар К6: \ х | ^ б, содержащийся
в U, Так как V (0) = 0, то б> 0 можно выбрать

настолько малым, чтобы выполнялось неравенство
V (х) < к при

х^Къ, в силу непрерывности функции ^(#).
Покажем, что если | х°| ^б, то \х (t; х°)\^.г при

0^?<оо; тем самым теорема будет доказана. Так как

V(x)^.0 в области U и V(x°)<.k, то V(x)<Ck при
0 ^ t < <» -вдоль фазовой траектории х = х (t; х°).
Следовательно, траектория, которая начинается в шаре К&, не

может пересечь границы шара#8: V (х)^к на Sz, V (х)<к
на траектории.

Теорема Ляпунова об асимптотической

устойчивости. Пусть в некоторой окрестности U
положения равновесия а существует функция Ляпунова
V (х) такая, что функция V (х) отрицательно
определена в U. Тогда положение равновесия а асимптотически

устойчиво.
Доказательство. Выберем шары Ке, Кь так же,

как и в предыдущем доказательстве. Если | х° | <! б, то

\x(t; х°) | ^ е при 0 <; t < оо. Рассмотрим функцию

w(t) = V(x{t; х0)). Так как F(#)<0, то функция w(t)
не возрастает (§ .4, лемма) и существует предел
lim w (t) = А. При этом А > 0, поскольку V (х) ^ 0.

Если А = 0, то lim х (?; х°) = 0, так как V (х) > 0 при

хф 0, V (0) = 0, ив этом случае теорема доказана.

Допустим, что А > 0, и приведем это предположение к

противоречию. В этом случае w(t)^A при всех ?>0, и

существует а, 0 < а < 8 такое, что | х (t; х°)\^а при 0 ^

< t < оо. В противном случае па траектории ^ имелись

бы точки, сколь угодно близкие к точке # = 0, а потому

функция V (ж) на if принимала бы сколь угодно малые

значения. В шаровом слое а ^ | х | ^ 8 функция V (х)
строго отрицательна, по условию теоремы. В силу

непрерывности F(#)^— m<C.O в этом слое, а стало быть, и на

траектории 7- Следовательно,

w' (t) = V {х (*; х0)) < - т.
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Интегрируя, получаем w(t)^w(0)—mt, и правая часть

этого неравенства отрицательна при t> w(0)/m. Это

противоречит предположению: w(t) ^ А > 0, t &* 0.

Пусть U — окрестность положения равновесия a, Ux —

область, которая содержится в U

и имеет # своей граничной
точкой (рис. 32).

Теорема Четаева о

неустойчивости. Пусть функция
V (х) непрерывно
дифференцируема в области C/f,

V{x)>0, V{x)>0

{xeUJ
и V (x) — 0 в тех граничных

точках области Uu которые лежат внутри области U. Тогда

положение равновесия а неустойчиво.

Доказательство. Пусть точка х° е Uv к
—

фазовая траектория, выходящая из точки ж0, ее уравнение

имеет вид х = х (t; х°). Покажем, что траектория if не

может пересечь ту часть границы области Uu которая
лежит внутри U. Рассмотрим функцию V (х) вдоль if:

w{t) = V (х (*; х0)). Так как и?(0) > 0 и w' (t) = V {х) > 0,
пока y содержится в Uu то w(t) > 0, пока if
содержится в Ui и траектория не может пересечь ту часть

границы области Uu на которой V (х) = 0.

Следовательно, траектория if должна покинуть U{. Так как Ui
содержит точки, сколь угодно близкие к точке а, то это

положение равновесия неустойчиво.
Рассмотрим примеры.

Теорема 1. Пусть система (1) имеет первый
интеграл V (#), положительно определенный в окрестности
положения равновесия а. Тогда положение равновесия а

устойчиво по Ляпунову.

Действительно, V (х) = 0 и потому все условия
теоремы Ляпунова об устойчивости выполнены.

Пример 3. Рассмотрим материальную точку
массы иг, которая движется в потенциальном поле сил с

потенциальной энергией U(xu х2, ..., хп). Движение
частицы описывается системой уравнений

тх = — V ?/(#)•
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Эта система эквивалентна системе уравнений первого
порядка

тх=*Уг У = —VZ7 (х)

и имеет первый интеграл (§ 4)

Положения равновесия определяются из уравнений
VU (х) = О, у = 0, т. е. имеют вид (ж0, 0)г где х° —

стационарная точка потенциальной энергии.
Пусть х° — изолированная точка минимума

потенциальной энергии U (х), тогда положение равновесия

(х°, 0) устойчиво по Ляпунову. Это утверждение было
высказано Лагранжем и впоследствии доказано Дирихле.

Так как потенциальная энергия определяется с
точностью до постоянного слагаемого, то можно считать, что

U (х°) = 0. Функция V (х, у) обращается в нуль (в

налой окрестности точки {х°, 0) только при х = #°, у = 0,
так как U{х)>0 при хфх°у и теорема Дирихле
следует из теоремы 1.

Теорема 2. Пусть х = 0 — положение равновесия

системы (1) и существует функция Ляпунова V{x) такая,
что

V (х) < - aV (х), V {х) > А | а?|Э (6)

в некоторой окрестности U точки х= 0, где А, а, р—
положительные постоянные. Тогда- существует
положительная постоянная С такая, что

I х (*; х°) I < Се~ат (0 < t < оо), (7)

если точка х° достаточно близка к точке х = 0.

Доказательство. Положим w (t) = V (х (t; х0)),
тогда w'ti) <—awtt), или (In w{i)Y < —а. Интегрируя
это неравенство от 0 до t, получаем wit) < wiQ)e~at.
Учитывая второе из неравенств (6), получаем

A\x{t\ х°)|Р<V(х{р, х0))< V{х°)er*\ t>0,

откуда следует (7).
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§ 7. Устойчивость положения равновесия

линейноЁ системы

Рассмотрим линейную однородную систему из л

уравнений

с постоянными комплексными коэффициентами. Эта
система имеет положение равновесия х

= 0. Так как

система (1) интегрируется, то вопрос об устойчивости этого

положения равновесия полностью исследован.

Теорема. Положение равновесия х = 0 системы (1)
асимптотически устойчиво тогда и только тогда, когда
вещественные части всех собственных значений

матрицы А отрицательны.
Доказательство. Пусть %и ..., Кп — собственные

значения матрицы А и Re Я,- ^ —а < 0 при всех /.
Построим функцию Ляпунова V (х). Как показано в § 10,
гл. 1, для любого е >0 существует матрица Г —Г(е),
приводящая матрицу А к почти диагональному виду

Т-1АТ = А + Ве.

Здесь Л — диагональная матрица с диагональными
элементами %и ..., Хп, а Въ = (bjh) — такая матрица, что

\bjh\ ^ е при всех /, к. После подстановки х = Ту
система (1) примет вид

-§-=(Л + ЯЕ)у. (2)

Функцию Ляпунова У{х) возьмем в виде

V(x)=%\yj\* = (yiy). (3)
;=-г

Эта функция положительно определена в любой
окрестности точки х = 0 (§ 6, пример 2). Имеем

*и ~?<г,й-(¦?¦»)+ (#.-?)-
лниатасм

= ((Л + Л) у, у) + \{Въу, у) + (ух В,у)).

(выражаем -—¦ через у из системы (2))
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Первое из этих слагаемых равно

j=i з=1 3=1

так как Re %, < —а.

Оценим модуль выражения, стоящего в квадратных
скобках. Так как \bjh\ < я, то

\(B*ViV)\< 2 1ЫЫЫО 2 |wl|if*|-

-efilUill <wil»il1.
\i=i / j=i

(П
\ 2 71

2 I У; I ^ л 2 I Уз I2- Ta-
j=i / 3=1

кая же оценка справедлива для второго слагаемого
в квадратных скобках. Следовательно,

V (х) < - 2 (а - гге) 2 | Уд-I2 = - 2 (а - пг) V (х). (4)

Выберем е так, чтобы было 0 < 8 < а/тг, тогда из (4)

следует, что функция V (х) отрицательно определена, и

положение равновесия х = 0 асимптотически устойчиво.
Пусть матрица А имеет собственное значение %j0

такое, что ReXjo^O. Тогда система (1) имеет решение

w(t)-№tt (5)

где / Ф О — собственный вектор, отвечающий
собственному значению %\. Имеем

И*)1-*р«Ш, РвКеЧ-
Так как 0 ^ 0, то | х (t) | не стремится к нулю при t ->

->- +оо, и положение равновесия ж = 0 не будет
асимптотически устойчивым.

Следствие 1. В условиях теоремы существует
функция Ляпунова V(x), которая является

положительно определенной квадратичной формой и

V(ж)< - 2Щх)', р = max Re Jtj
- б, (6)

кз<п

где р > О можно выбрать сколь угодно малым.
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Оценка (6) следует из (3), (4). Далее, У = Т~1х1 так

что (см. (2))
п

V (х) = (Т-'х, Т~гх) = 2 ajkXjXk

и V (х) — квадратичпая форма. Так как форма V (х)
положительно определена, то V (х)^с\х |2, где с > 0 —

постоянная (§ 5, (4)), и из (6) следует оценка

7(я)<-7|я|2, у>0. (7)

Из следствия 1 п теоремы 2 § 6 вытекает

Следствие 2. Пусть вещественные части всех соб*

ственных значений матрицы А отрицательны и х (t; х°) —

решение системы (1) с данными Коши х(0) = х°. Тогда

\x(t)\^C\x0\e-V (*>0)г (8)

где показатель Р — тот же, что и в (6).
Итак, положение равновесия х = 0 системы (1)

асимптотически устойчиво, если все Re Xj < О, и неустойчиво,
если Re Xjq > 0 хотя бы для одного собственного

значения XjQ. В последнем случае для решения (5) имеем

\x(t)\ = eV\f\^oo% *-->+ оо (p = ReX;o).
Остается исследовать случай, когда Re Xj < 0 при всех /
и имеются чисто мнимые собственные значения;
обозначим их А,!, ..., Km» В зависимости от структуры жордано-

вой нормальной формы матрицы А положение

равновесия # = 0будет либо устойчивым по Ляпунову, либо
неустойчивым. Именно, устойчивость будет в том случае,

если отсутствуют жордановы блоки порядка >2,
отвечающие чисто мнимым собственным значениям (в

частности, если Хи ..., Хт — простые собственные зпачения).
В противном случае имеется неустойчивость. Пусть,
например, чисто мнимому собственному значению Xt
отвечает жорданов блок порядка к >2, тогда система (1)
имеет решенпе вида (гл. 1, § 10)

я (г) = eV (/ + *?), g + 0,

где /, g — постоянные векторы. При t > 1 имеем [ # (?) | =
= \t + tg\>t\g\-\f\^oo (*->оо).

Замечание. Сформулированную выше теорему
можно было бы доказать, используя явный вид решения
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(гл. 2, § 2)
х (?; хе) = etAx°

и явный вид матрицы е1А (гл. 2, § 2). Но ценность
приведенного доказательства состоит в том, что та же самая

функция Ляпунова позволяет исследовать устойчивость
положения равновесия нелинейной системы (см. § 8).

Это же замечание относится и к нижеследующим

построениям. Именно, пусть матрица А имеет собственное

значение %п с положительной вещественной частью:

ReXn>0. Докажем неустойчивость положения

равновесия х = 0, построив функцию Четаева (§ 6). Выберем
матрицу Г, приводящую матрицу А к нижнему

треугольному виду так, чтобы в матрице Л последний
диагональный элемент был равен %п. Тогда уравнение для уп
отделяется;

и функцию Четаева возьмем в виде

У(х)~Ш*. (9)
Имеем

*М = (тр ?») + (?»• тг) =2 Re ** I у- I2- <10)

В качестве области Ui9 указанной в теореме Четаева,
п

возьмем область Уп^О. Так как у = Г-1^ то уп=2сА-,
где Cj

— постоянные (вообще говоря, комплексные), и

граница Г области Ut задается уравнениями
Л п

2 #j Re ?j^= 0^ 2 #j Im ci = 0»

Так как Г содержит точку х = 0 и V (х) > 0, V (х) > 0

при жеС/j, F (ж) = 0 на Г, то все условия теоремы

Четаева выполнены.

Характеристическое уравнение, отвечающее системе

(1), имеет вид

а0%п + аД"-1 + ... + ап = 0. (11)

Пусть все элементы матрицы А вещественпы; тогда все

числа а0, ..., ап вещественны. В этом случае можно, не

решая уравнение (И), установить, лежат ли все его кор-
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ни в левой полуплоскости комплексной плоскости L

Именно, справедлив [33].
Критерий Рауса — Гурвица. Пусть все

коэффициенты уравнения (11) вещественны и а0>0. Для
того чтобы все корни уравнения (11) имели отрицательные

вещественные части, необходимо и достаточно, чтобы все

определители

а1

аз

\

%

й2

в4

0

°1

аз

1 » » *
»

^
.

аз

а2п-1

%

Я2

Нп--2

0

а1

а2п--3

...0

...0

... ап

были положительны.

Здесь ah = 0 при к> п.

§ 8. Устойчивость по линейному приближению

1. Линеаризация. Пусть а— положение равновесия
автономной системы

¦?-/(*> (1)

из п уравнений. Вектор-функция / (х) предполагается
дважды непрерывно дифференцируемой в некоторой
окрестности U точки а,-

Разложим вектор-функцию по формуле Тейлора:

f(x) = f{a)(x-a) + g(x), (2)

где /'(«)— матрица Якоби (гл. 2, § 9); ее элементы

dU(а) IT

равны —j— . Далее,
дхь

\g{x)\^C\x-a\\ x<=U. (3)

Следовательно, / (х) & /' (а) (х — а), если точки х, а

достаточно близки. Отбросим в разложении (2) вектор-
функции / {х) нелинейные члены, квадратичные по

Xj
—

а> Тогда получим линейную систему

%-**• (4)

Здесь у = х — а, А= f (а). Система (4) называется

линеаризованной (для системы (1) в окрестности положепия

равновесия а), а переход от нелинейной системы (1)
к лияейной системе (4) называется линеаризацией.



§ 8] УСТОЙЧИВОСТЬ ПО ЛИНЕЙНОМУ ПРИБЛИЖЕНИЮ 289

Линеаризованная система (4) — это линейная система

с постоянными коэффициентами; она интегрируется,
и потому устойчивость положения равновесия у — 0

полностью исследована. Замечательно то, что по структуре
положения равновесия линеаризованной системы можно

(хотя и не всегда) судить об устойчивости положения

равновесия нелинейной системы.

2. Устойчивость по линейному приближению.
Сформулируем фундаментальный результат теории устойчивости.

Теорема Ляпунова об устойчивости по

линейному приближению. Пусть
вектор-функция f (х) дважды непрерывно дифференцируема в

некоторой окрестности положения равновесия а. Если
вещественные части всех собственных значений матрицы Яко-
би f {а) отрицательны, то положение равновесия а

асимптотически устойчиво. Кроме того, справедлива
оценка

\x(t; х0) — а\^Се-«*\х° — а\, 0<*<оо, (5)

где а > О, С > О для всех х°, достаточно близких
к точке а .

Эту теорему можно сформулировать еще так: если

положение равновесия линеаризованной системы

асимптотически устойчиво, то асимптотически устойчиво
положение равновесия нелинейной системы.

Доказательство. Без ограничения общности
можно считать, что а = 0. Имеем из (2), (3)

§=Ax + g(x), \g[x)\^C1\x\\

где А = /' (а). Чтобы доказать асимптотическую
устойчивость положения равновесия х = 0, достаточно построить

функцию Ляпунова V {х) такую, что функция V (х)
положительно определена, а функция V (х) отрицательно
определена в некоторой окрестности точки # = 0(§ 5).
В качестве V (х) возьмем функцию Ляпунова
линеаризованной системы, построенную в § 7.

Пусть Т — матрица, приводящая матрицу А к почти

диагональному виду, т. е. Т~*АТ = А + Вг. Матрицы Л,
5е.— те же, что и в доказательстве теоремы из § 7.
Положим х = Ту, тогда система (1) примет вид

d^-=(A + Be)i, + h{y)i (6)
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где обозначено h{y) = T~lg {Ту). Функцию Ляпунова
V (х) возьмем в виде

v{x)= 2Ы2 = (у.Р)- (7)
3=1

Эта функция положительно определена в U.

Заметим, что хотя матрица Т и вектор у могут иметь

комплексные элементы, вектор-функция Цу) = T~lg (х)
вполне определена, так как # — вещественный вектор.

Вычислим V(x). Имеем из (6), (7)

*W-?(rJ)-(&*) + (*?)-
= [((Л + Bs) у, у) + (у, (Л + Ве)у)] +

+ [(и (У), У) + (У, ЙУ))] = А, + А2.

Слагаемое А, (т. е. выражение, заключенное в первые

квадратные скобки) есть производная в силу линейной
системы

§ = (Л + Ве)у.

Поэтому справедлива оценка (§ б, (4))

где if > 0 — постоянная. Из оценок

Ы = |Г-»*|<С,|*|,

\h(y)\ = \T-^g(y)\^C2\g(x)\^C1C2\x\-i
следует, что

\A\<2\y\\h(y)\^C3\x\*}
где С3 = 2С1С2, в некоторой окрестности ?/4 точки

х = 0. Следовательно,

V(x) = A1 + A2<^-\x\*(y-C3\x\). (8)
Выберем окрестность W с: Ut точки х = 0 такую, что

V

2С0|ж|<-^г-, тогда

^И<--тг№ х^ W'
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и потому функция V(x) отрицательно определена в

области W. Тем самым асимптотическая устойчивость
положения равновесия х = О доказана.

Из оценки (8) и вида функции V (х) следует, что

У(ж)<-аУ(я), xe=W$

где а > 0 (это доказывается так же, как и неравенство
(6) из § 7), и из (8), § 7 следует оценка (5).

Замечание. Можно показать, что в качестве

показателя а в неравенстве (5) можно взять любое такое

число, что

а < mln Re ( — Kj).

3. Неустойчивость по линейному приближению.
Теорема 1. Пусть вектор-функция f (х) дважды

непрерывно дифференцируема в некоторой окрестности
положения равновесия а. Если матрица Якоби имеет

собственное значение с положительной вещественной частью,
то положение равновесия а неустойчиво.

Доказательство. Пусть а = 0, Re kn > 0.

Применим теорему Четаева (§ 6). В качестве функции Четаева
мы, как и в § 7, возьмем V(x) = \yn\2 (см. (9), § 7).
Тогда

F(0) = 0t V(x) = 2KeK\yn\2 + h(y)1

где |ft(#)|^C | у |3. В любой окрестности точки х = О

имеются точки, в которых V (х) > 0, что следует из вида

этой функции, и точки, в которых V (х) > 0.

Действительно,

V(x)^2Reln\yn\*-C\y\*f

так что V (х) > 0, например, в точке вида yi = 0,
..., #n-i = 0, уп?=0, \уп\ достаточно мал, так как

V(x)^(2ReK-C\yn\)\yn\*

в этой точке, Re %п > 0. Поэтому существует область Uu
в которой V (х) > 0, V (х) > 0 и граница которой
содержит точку х

= 0. Из теоремы Четаева следует
неустойчивость положения равновесия.
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4. Устойчивость неавтономных систем. Рассмотрим
неавтономную систему из п уравнений

§=/(*,*). О)

Будем предполагать, что вектор-функция / (?» х) дважды

непрерывно дифференцируема в некоторой области Q:
I х \ <С р, t ^ 0. Кроме того, предположим, что

/(*,0)=о, 0<*<оо, (Ю)

так что система (9) имеет решение x(t) = 0.
В этом случае говорят об устойчивости по Ляпунову

или об асимптотической устойчивости нулевого решения
х (t) = 0; эти понятия формулируются дословно так же,

как и для автономных систем (§ 6, определения 1, 2).

Такая постановка задачи возникает при исследовании

устойчивости решения (положение равновесия
— это

частное решение). Пусть#=<р(?)—решение автономной

системы из п уравнений

§ = f{*). (И)

Сделаем подстановку

тогда для у (t) получим систему

§ = g (ф (0 + у (<)) - g (ф (0) = / (*, у (0). (12)

Очевидно, что / (?, 0) = 0 при 0 < t < °°, т. е. условие

(10) выполняется. Решение фШ системы (11) называется

устойчивым по Ляпунову или асимптотически

устойчивым, если таковым является нулевое решение у (t) = 0

системы (12). Асимптотическая устойчивость решения
ф(?) означает, что если величина \х(0)— ф (0) |
достаточно мала, то

Km | х (t) — ф {t) | = 0,

т. е. точки фазовой траектории решения х (t) при t ->

-> +оо неограниченно сближаются с точками фазовой
траектории решения ф(?). Устойчивость траектории называют

также орбитальной устойчивостью.
Проведем линеаризацию системы (12) в окрестности

решения фШ. Считая \y(t)\ малой величиной, получаем

g (ф (*) + у (<)) - g (ф (<)) = g' (ф (0) у 10 + 0(1 у (012)-
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Здесь g' (ф (?)) — матрица Якоби, с элементами

. Линеаризованная система имеет вид
[х=Ф(*)

%-°gW))v. (13)

dxh

Это линейная система, но с переменными

коэффициентами. Система (13) называется первой вариацией
системы (11) относительно решения фШ.

Функция V (?, х) называется функцией Ляпунова
системы (9), если:

1) эта функция определена и непрерывно

дифференцируема при жей, t ^ 0;

2) V(t, 0)s0 при ?>0;
3) существует положительно определенная в области

Я функция W {х) такаяг что V (tx x)^W {х) при всех

4) V(t, х)^.0 при всех жей, t^0.
Теоремы Ляпунова об устойчивости положения

равновесия и об асимптотической устойчивости (§ 5) полностью

переносятся на случай неавтономной системы (9). В

утверждении теоремы об асимптотической устойчивости
необходимо дополнительно потребовать, чтобы выполнялась

оценка

V(t,x)^ — W^x); esQj 0<*< оо,

где Wx (х) — положительно определенная в области Я

функция. Доказательства лишь несколько усложняются
по сравнению с приведенными в § 6.

Сформулируем аналог теоремы Ляпунова об
устойчивости по линейному приближению для системы (9).

Теорема 2. Рассмотрим систему из п уравнений

^- = Ax + f(tlX). (14)

Пусть А — постоянная матрица, вещественные части всех

ее собственных значений отрицательны, вектор-функция
f(t,x) непрерывно дифференцируема при\х\<Ср1 0<^<
<оо и

f(tiX) = o(\x\) (М->0)

равномерно по t при всех t>0. Тогда нулевое решение
системы (14) асимптотически устойчиво и справедлива
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оценка

\x{t)\^C\x{0)\e~at (0<*<оо),

где ос>0, О 0, если величина |#(0)| достаточно мала.

Доказательство см. в [341.
5. Устойчивые многообразия решений (условная

устойчивость). Рассмотрим линейную систему из двух
уравнений с постоянными вещественными коэффициентами
(гл. 1, § 9), фазовый портрет которой — седло. Начало

коордипат
— неустойчивое положение равновесия, но

имеется два луча («усы») такие, что если точку при ? = 0

поместить на ус, то решение x(t)->0 при t->+°°. Эти

усы называются устойчивыми многообразиями.
Пример. Рассмотрим линейную систему из п

уравнений

где А — постоянная (п X гс)-матрица. Для простоты
предположим, что все собственные значения Ai, ..., Кп
вещественны и различны. Пусть собственные значения Ai, ...

..., Xh отрицательны, а остальные собственные значения

положительны. Если начальные данные задать в виде

х (0) = С& + с2е2 + ... + chekl (15)

где си с2, ..., ch — постоянные, еъ е2, • •
•» ek—

собственные векторы, то

х (t) = с±е ег + с2е е2 + . *. + cke eh.

Так как Xt < 0, А2<0, ..., Aft<0, то \x(t)\-+0 при
t ->- +оо и имеется устойчивое многообразие М
размерности к такое, что если х (0) е М, то | х (t) | ->• 0 при t ->¦

-+ +°°. Точки этого многообразия имеют вид (15), где си

с2, ..., ck — произвольные постоянные. Если жех(0)фМ,
то | х (t) | -> со при t -> + оо.

Нетрудно проверить, что если собственные значения

матрицы А не лежат на мнимой оси, то система имеет

устойчивое многообразие М. Его размерность равна
числу собственных значений матрицы А, вещественные части

которых отрицательны. Этот факт обобщается и на

нелинейные системы вида (14).
Теорема 3. Пусть матрица А имеет к собственных

значений с отрицательными и п — к собственных значений
с положительными вещественными частями, вектор-функ-
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ция f(t,x) непрерывно дифференцируема при \х\<р1
0<*<оо и

\fx{t%x)\-+0 (И+ 0)

равномерно по t, О < t < °°. Тогда для любого достаточно

большого t0 > 0 в пространстве Rx существует
(устойчивое) многообразие М размерности к, содержащее начало

координат х = О и такое, что если х = ф (t) — решение
системы (14) такое, что cpU0) ^М, то

lq>(t)|-*0 (t-^+oo). (16)

Кроме того, существует б>0 такое, что если <p(t0)&M
и величина |<pU)l достаточно мала, то решение х = ср (t)
не может удовлетворять условию

\ф)\<8 (t0<t<oo).

Последнее означает, что 1<рШ1 может сильно

уклониться от нуля при больших значениях t, если

начальная точка <pU0) не лежит на устойчивом многообразии.
Доказательство теоремы 3 см. в [28]. Там же доказано,

df,
что если все частные производные -^- непрерывны при

\x\^.p,t>T, то М есть дифференцируемое
многообразие (гл. 2, § 9).

§ 9. Двумерные автономные системы

(элементы качественной теории)

1. Локальное поведение траекторий. Рассмотрим
автономную систему из двух уравнений

¦ЗГ-/(*.?)• ТГ
= 8(*>У)- W

Предположение. Функции fix, у), g(x, у)
вещественны и бесконечно дифференцируемы при всех х, у.

Пусть а = (х0, у0) — положение равновесия системы

(1). Линеаризованная (в окрестности точки о) система

имеет вид

dx df (а) „ ,
df (а) т, dy dg (а)

„ ,
dg (а) „ (t).

Система (2) — это линейная однородная система с

постоянными коэффициентами и ее фазовые траектории
нетрудно построить. Спрашивается, можно ли судить



296 АВТОНОМНЫЕ СИСТЕМЫ И' ТЕОРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ [ГЛ. 4

о структуре фазовых траекторий исходной нелинейной
системы (1), в малой окрестности U точки а, по

структуре траекторий линеаризованной системы (2)? Ответ на

этот вопрос хорошо известен [40, 41].
Теорема 1. Пусть положение равновесия (0, 0) ли*

неаризованной системы (2) есть узел, седло или фокус.
Тогда фазовые траектории системы (1) имеют ту же

топологическую структуру в малой окрестности положения

равновесия а.

Последнее означает, что существует гладкая
обратимая замена переменных, при которой фазовые траектории
системы (2) отображаются в фазовые траектории
системы (1). Седло, узел и фокус называются грубыми поло-

оюениями равновесия (эта терминология была введена
А. А. Андроновым). Центр — не грубое положение

равновесия: если у линеаризованной системы (2) точка (0, 0) —

центр, то у исходной системы (1) положение равновесия

а может быть или центром, или фокусом, или центрофо-
кусом (в последнем случае в любой окрестности
положения равновесия имеются замкнутые траектории, его ок-»

ружающие, но не все траектории замкнуты). Результаты,
относящиеся к исследованию особых точек автономной

системы (1), читатель может найти в [41].
Рассмотрим одно уравнение

dV
=

ё (*> У) /о\

dx j(x,y)- W

Точка (#о, г/о) называется особой, если

/(я<>, у0) = 0, g(x0, г/о) = 0,

т. е. если эта точка — положение равновесия системы (1).
Это понятие введено по следующим соображениям. Пусть
/(#о, у0)ФО, тогда имеется интегральная кривая у

= у{х)
уравнения (3), проходящая через точку (а?0, у0) и притом
единственная. Если же g(x0l у0) Ф 0, то будем
рассматривать у как независимую переменную, т. е. перейдем
к уравнению

?х_ ^ / (х, у)
.д,.

*у ё(х>у)' '

Тогда через точку (#<,, */0) проходит единственная

интегральная кривая х = х(у) уравнения (3').

Рассмотрим автономную систему из п уравнений



§ 9] ДВУМЕРНЫЕ АВТОНОМНЫЕ СИСТЕМЫ 297

Пусть а — ее положение равновесия; рассмотрим

линеаризованную систему

где А = f (а). Если собственные значения матрицы А

различны и среди них нет чисто мнимых, то фазовые
траектории линеаризованной и нелинейной систем (в
малых окрестностях точек а, 0) имеют одну и ту же

топологическую структуру [38].
2. Предельное поведение траекторий. Пусть x = x(t),

y = y(t)— решение системы (1) с данными Коши х(0) —

*=х0, #(0) = у0. Это решение либо определено при всех t,

—оо<?<оо? либо не при всех t (т. е. за конечное время

фазовая траектория может уйти на бесконечность — см.

гл. 1; § 2, пример 1). Будем предполагать, что имеет

место первый случай. Для этого достаточно заменить

систему (1) системой

•J = / (*, У) lh {х, z/), -§• = g {х, y)/h (х, у), (4)

где h = l/l + f + gz. Скорость точек, движение которых
описывается системой (4), всюду не превосходит

единицы, и точка не может за конечное время уйти на

бесконечность, а фазовые траектории систем (1) и (4)
совпадают.

Пусть y.x = x(t), y = y(t), —°° < t < оо _ фазовая
траектория системы (1). Часть траектории *у, заданная
этими уравнениями при 0^?<оо (—<x><t<:0),
называется положительной {отрицательной) полутраекторией.
Точка (#, у) называется (^-предельной точкой траектории

Y, если существует последовательность моментов времени

tn -*¦ +°° такая, что (x(tn), y(tn)) -+ (х, у). Точно так же

вводится понятие а-пределъной точки (в этом случае

tn-+ — °°). Множество со(/у)(а('у)) всех со-предельных

(сопредельных) точек называется ^-предельным (а-предель~
ным) множеством траектории *у.

Сформулируем основные результаты о предельном
поведении траекторий системы (1), принадлежащие
И. Бендиксону и А. Пуанкаре. Доказательства см. в [28].

Пусть положительная полутраектория /у+ содержится
в компакте _в ограниченной области D на плоскости,

и пусть в D имеется лишь конечное число положений

равновесия системы (1). Тогда справедлива



298 АВТОНОМНЫЕ СИСТЕМЫ И ТЕОРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ [ГЛ. 4

Теорема 2. Предельное множество со(^) имеет один

из следующих видов:
1°. ©(y) — точка {полооюение равновесия). Тогда ч*

стремится к этой точке при t -*• +°°.
2°. со(у) — замкнутая кривая {цикл).
3°. со (у) состоит из конечного числа положений равно-

весия и множества траекторий, которые стремятся к этим

точкам при t -*¦ +оо.
В частности, множество со(^) состоит из конечного

числа траекторий. Аналогичную структуру имеет

множество <х(ч).
Теорема 3. Пусть -у

— замкнутая траектория, в не-

которой окрестности которой нет других замкнутых
траекторий. Тогда все траектории, которые начинаются

достаточно близко от ч» спиралевидно приближаются к у
или При t -*- +°о, или при t -> —оо.

Такая траектория называется предельным циклом. Эти

циклы могут быть трех видов:
1°. Устойчивые — близкие траектории при t -> +«>

навиваются на цикл (рис. 33, а).
2°. Неустойчивые — при t ->- +°° траектории отходят

от цикла (рис. 33, б).
3°. Полуустойчивые — при t-++<» траектории,

лежащие по одну сторону от цикла, навиваются на него, а по

другую — отходят от цикла (рис. 33, в).

а) 3) б)

Рис. 33.

3. Функция последования. Автоколебания. Пусть L —

отрезок, который не касается траекторий системы (1).
В качестве L можно взять, например, малый отрезок

нормали к фазовой траектории. Уравнение L можно

записать в виде х = х0 + аи, у
= у0 + Ъи, и^1 = [ии и2], так

что каждая точка Р на L определяется значением

параметра и: Р = Р(и). Выпустим из точки РЫ) положитель-
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ную полутраекторию ч+. Пусть она пересекается с t, и

Р = Р(%Ы)) — первая точка пересечения. Функция %Ы)
называется функцией последования. Перечислим ее

основные свойства; доказательства их см. в [40, 41].
1°. Если функция последования %(и) определена при

некотором значении параметра и, то она определена при
всех достаточно близких значениях параметра.

Это следует из теоремы о непрерывной зависимости

решения от параметров (гл. 2, § 7). Пусть I = (ии и2) —

интервал, на котором функция последования определена.
2°. Функция %(и) непрерывно дифференцируема при

ие=1.

3°. Для того чтобы через точку и0 проходил цикл,
необходимо и достаточно, чтобы х(и0) = и0.

и0

а) 3)

Рис. 34.
б)

Заметим, что достаточность этого утверждения

очевидна. По функции последования можно судить об
устойчивости предельного цикла

— случаям а, б, в (рис. 34)
отвечают устойчивый, неустойчивый и полуустойчивый
предельные циклы.

Предельные циклы представляют огромный интерес
для физики и техники. Поведение многих физических и

технических систем описывается уравнениями вида (1).

Существование устойчивого предельного цикла у этой
системы уравнений означает, что соответствующая

физическая или техническая система может работать в

устойчивом периодическом режиме.

Пример 1. Рассмотрим уравнение

Ll + RI + ±I = f{kI).

Оно описывает работу простейшего лампового генератора,
состоящего из триода, конденсатора с емкостью С,
сопротивления R и катушек индуктивности L, L1# Здесь / =
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= Kt) — сила тока, идущего через сопротивление, / —

характеристика триода: IA = f(U) (1А — ток, идущий через
лампу, U — сеточное напряжение), к (к> 0) —

коэффициент взаимной индукции между индуктивностями L и

Z/j. Характеристика / —

монотонно возрастающая
функция (рис. 35).

Делая подстановку х —

«=/ — /(0), получаем
уравнение

х + 28х + а2х = g(x),

ГДе?Ш=(Ш-Ч/(Ы-/(0)),
параметры б > 0, со > 0 легко выражаются через
исходные. Полученное уравнение, как правило, не

интегрируется. А. А. Андроновым была предложена модель,
которая допускает исчерпывающее исследование:

gix) = aco2sgni »(а>0).

Полагая х = у} получаем систему, которая имеет вид

я = *Л # = —со2# — 2бг/ + со2а (5)

при у > 0 и вид

Х1=У1 У =
~~ю2я — 2бг/ — со2а (6)

при у < 0. Пусть со > б, тогда корни характеристического

уравнения А,2 + 26Я + со2 = 0, которое отвечает
системам (5), (6), комплексны:

Xit %
= —б ± ico0, СОо = У со2 — б*.

Система (5) имеет положение равновесия (а, 0), система

(6) —(—а, 0); оба они — устойчивые фокусы, причем
движение по фазовым траекториям (спиралям)
совершается по часовой стрелке.

Найдем функцию последования Х^)- Пусть при t = 0
точка находится на оси х и имеет вид (и, 0), и > 0.
Тогда при малых t > 0 она сдвинется в полуплоскость

i/<0, так что (х, у) удовлетворяют системе (6), и

х = е
~6t

(Ci cos со0? + С2 sin со0?) — а.
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Из данных Коши находим

х = е~
1

[и + а) (cos со0? -\ sin co0t) — а, у = х

при 0 ^ t < я/о)0 = t0. При t > t0 траектория попадет в

полуплоскость у > 0, так чта (х, у) удовлетворяют
системе (5), и

х = e~6t(C3 cos со0? + Ск sin (o0t) + а.

Из данных Коши x{t0) = —е~л6/(3)о (и + a) — a, y{tQ) = 0

находим

х = е
^

(х (t0) — а) (cos coQt Н sin со0?) + а,

*/ = *,

¦

^>. ? ^^ —•

о о

При ? = 2я/со0 траектория пересекает ось х в точке

(ХМ, 0),

XM = r2*W(l-^)2a. (7)

Тем самым функция исследования построена. Уравнение
%Ы) = и имеет единственное решение:

W0 — -лб/со0 а>

которому отвечает предельный цикл. Нетрудно проверить,
что %Ыо) < 1, т. е. имеет место случай (рис. 34, а) и

предельный цикл устойчив.
Пример 2. Движение часового маятника

описывается уравнением

/е + т + mgiQ = же, е), (8)
где 8 = 6Ш — угол отклонения маятника от вертикали,

/, h, т, g, I — положительные постоянные. Далее, М —

момент, действующий на маятник со стороны анкера

(рычага). Эта функция нелинейна и удовлетворяет
условиям [21]:

1. Знак М совпадает со знаком 0.

2. Функция М заметно отлична от нуля только при

0, близких к нулю,
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Это означает, что анкерный механизм подталкивает

маятник в направлении его движения только тогда, когда

маятник проходит через вертикальное положение 8 = 0.

Простейшая функция, удовлетворяющая условиям 1, 2,

есть М)6(0), где М > 0 — постоянная, 6(0) есть дельта-

функция и уравнение (8) можно записать в виде

х + 2Ьх + а2х = Ах8(х), (9)

где х = 0, о, А
— положительные постоянные. Будем, как

и в примере 1, считать, что со > б. При х Ф 0 уравне-.
ние (9) — линейное

х + 28х+а2х = 0 (10)

и в каждой из полуплоскостей х > 0, х < 0 траектория
состоит из полувитков спиралей. Если траектория при
t = t0 пересекает ось х = 0, то необходимо поставить

дополнительные условия на решение. Одно из них

очевидно — непрерывность траектории: x(t0 — 0) = x{t0 + 0) = 0.
Чтобы найти второе, проинтегрируем обе части

уравнения (9) по интервалу (?<> — т, ?0 + т), где т>0 достаточно
мало (такой прием уже применялся в гл. 3, § 12), тогда

получим

х {t0 + т) — х {tQ — т) + со2 J х (t) dt =

= А J S{x{t))x{t)dt = A J 6{x)dz =

= Л sgn [я (*0 + т) — х (tQ — т)].

Функция sgn возникает по той причине, что если

x(tQ + т) >x(t0 — т), то интегрирование по <2;г

производится в положительном направлении, если x(U + %)<
< x(t0 — т) — то в отрицательном. Переходя к пределу
при т ->¦ +0, получаем

ки + 0) - як*0 - 0) = A sgn [i(*0 + 0) - x(t0 - 0)],

так как x(t0 + т) — «z(?0 — т) — 2т(я(?0 + 0) — i(?0 — 0)) при
т ->- +0. Нетрудно видеть, что знаки скоростей x(tQ =Ь 0)

совпадают, так что

kt9 + 0) - kf0 - 0) = Л sgnitto - 0), (И)
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Построим функцию последования. Положим х = у и

пусть начальная точка лежит на оси у:{х{0), у(0)) =
= (0, и), и>0. Решая уравнение (10) с этими данными

Коши, получаем

х = — е sincD0?, 0<?<—= ?0,
о о

причем точка движется по часовой стрелке ш x(t0 — 0) =

= — ие °. Из (И) находим х (t0 + 0) = — ие
°
—

— А0, так что

и -> щ = —иР — Л, Р = ехр {—яб/со0)

за половину оборота. Точно так же получаем, что

и{-+ и2 = UiP + А

за время U < ? < 2?0, и потому

5С(и) = Гл6/<йо(е-Яб/% + л) + Л. (12)

Уравнение %(и) = и имеет единственное решение

А
U0 — -яб/со0

*

1 — е

Нетрудно видеть, что %'Ы0) < 1, так что этому

значению и0 отвечает устойчивый предельный цикл (рис. 36).
Качественно возникновение

предельного цикла можно пояснить так.

Наличие трения (члена 28i, 8 > 0)
приводит к тому, что если точка

начинает движение из положения Ы, 0), то

она пересечет ось х = 0 (при ? = ?0),
имея меньшую по абсолютной
величине скорость. Но в момент времени
t = t0 происходит толчок: скорость

получает конечное приращение
направление которого совпадает с направлени-

Рис. 36.

ем скорости. Эта борьба между
трением и толчками приводит к установлению предельного
периодического режима; наличие трения обусловливает
его устойчивость. Такого рода предельные циклы имеются
во многих физических задачах (см. [3, 4, 21, 41]).

Периодические решения лишь в редких случаях
удается найти в явном виде. Для их построения развиты
различные приближенные методы; одни из основных —

это методы Пуанкаре и Ляпунова.



ГЛАВА 5

УРАВНЕНИЯ

С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

В предыдущих главах рассматривались
дифференциальные уравнения относительно неизвестной функции
(или вектор-функции), которая зависит только от одной
переменной. Пусть неизвестная функция зависит от двух

или более переменных: u = u(xil ..., хп). Уравнение вида

ди ди \ f.

называется уравнением с частными производными первого

порядка. Интегрирование таких уравнений сводится к

интегрированию систем обыкновенных дифференциальных
уравнений — это будет показано в данной главе.

§ 1. Некоторые задачи, приводящие к уравнениям
1-го порядка с частными производными

1. Уравнения поверхностей. Рассмотрим в трехмерном

пространстве поверхность ?, образованную вращением
около оси z кривой *у, расположенной в плоскости #, z.

Уравнение этой поверхности имеет вид

z = cp(*2 + j/2). (1)

Функцию ф будем предполагать достаточно гладкой.

Продифференцируем уравнение (1) по х, у:

-g- = 2zq/(*2 + i/2), -g. = 2yq>'(*»+08),

откуда находим соотношение

Мы получили уравнение с частными производными 1-го

порядка относительно неизвестной функции z(x, у).
График решения

—

поверхность z = z(x, у) в пространстве

U, у, z) называется интегральной поверхностью уравне-
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ния (2). Это уравнение выражает геометрическое свойство
поверхностей вращения: сечение такой поверхности

плоскостью z = const есть окружность с центром в начале

координат. Действительно, рассмотрим кривую I: z(x, у) =
«=^0 на плоскости z = z0. Если точка (х, у, z0)^l, то

вектор Vz = ( —, — 1 ортогонален к вектору (у, — #), а

потому коллинеарен вектору (#, у). Вектор Vz направлен по

нормали к кривой I в точке (х, у), так как I — линия

уровня функции z{x, у). Следовательно, нормаль к кривой
I в любой «ее точке направлена по радиусу-вектору (х, г/),
а потому I есть окружность с центром в точке (0, 0).

В § 2 будет показано, что любая интегральная
поверхность уравнения (2) есть поверхность вращения с осью z,

так что все такие поверхпости полностью описываются

уравнением с частными производными (2). Таким

образом, всякое решение уравпепия (2) дается формулой (1),
где ф

—

произвольная функция. Семейство решений урае-
нения (2) зависит от произвольной функции. Это
утверждение справедливо для всех уравнений с частными

производными первого порядка;

Задача. Доказать, что если z = z(x, у) —уравнение
поверхпости вращения, ось которой направлена вдоль прямой х = at,
у = bt, 2 = ct, то функция z удовлетворяет уравнению

dz dz
{су — bz)-^r + (az — cx)-jjj- = bx — ay. (3)

В § 2 будут рассмотрены уравнения с частными

производными первого порядка, описывающие
цилиндрические и конические поверхности.

2. Другие примеры. Рассмотрим функцию вида

utt, x)=f(x-ct). (4)

Здесь с — постоянная, х — пространственная координата,
t — время. График функции и в момент времени t

получается из графика этой функции в начальный момент

t = 0 сдвигом на расстояние ct вдоль оси х. Функция и

есть волна, бегущая вдоль оси х со скоростью с. Так как
ди ., ди ,, Y

--г
= — сJ , -т"=/ j то функция и удовлетворяет

уравнению с частными производивши

ди
,

ди ~ ,г\
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В § 4 будет показано, что все решения этого уравнения
имеют вид (4).

В § 4 гл. 4 было показано, что всякий первый инте-

dx

грал и(х) системы -тт- = f(x) из п уравнений

удовлетворяет уравнению с частными производными первого

порядка

2д(*)-?--о. (6)

Важнейшие примеры уравнений с частными

производными 1-го порядка — это уравнения классической
механики и геометрической оптики [31]; см. также § 5.

3. Классификация уравнений с частными

производными 1-го порядка. Уравнение называется линейным, если

неизвестная функция и(х) и все ее частные производные
входят в уравнение линейно. Общий вид линейного

уравнения с частными производными 1-го порядка следующий:

п

^{x)^ + b{x)u = f{x). (7)
Hi *

Уравнения (2), (3), (5), (6) — линейные. Уравнение 1-го
порядка называется квазилинейным, если частные

производные функции и{х) входят в уравнение линейно. Общий
вид квазилинейного уравнения с частными производными

первого порядка следующий:

71

Пример: уравнение Хопфа

ди
,

ди ~

-г- + и-тг = 0,

где и = u(t, х).
Уравнение, которое не является квазилинейным,

называется нелинейным. Пример: уравнение эйконала

где S = Six, у) — неизвестная функция.
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§ 2. Интегрирование линейных
и квазилинейных уравнений

1. Первые интегралы. Рассмотрим автономную систему
из п уравнений

?-/(*)• w

Предположение. Вектор-функция / {х)
непрерывно дифференцируема в некоторой области D cz Л2.

В теореме 1 из § 4, гл. 4 доказано, что гладкая

функция и(хи ..., Хп) тогда и только тогда является первым

интегралом системы (1), когда и удовлетворяет уравнению
с частными производными первого порядка

3=1 з

в области D. Следовательно, интегрирование уравнения
(1) сводится к отысканию всех первых интегралов системы

(2). Так как всякое решение уравнения (2) есть первый
интеграл системы (1), то из теоремы 2, § 4, гл. 4 вытекает

Теорема 1. Пусть U — достаточно малая

окрестность точки а, которая не является положением

равновесия системы (1). Тогда в области U всякое решение
уравнения (2) имеет вид

u{x) = F (и± (а?), ..., ип-г (а?)).

Здесь щ(х), ..., un-i(x) — независимые первые интегралы
системы (1), a F.— произвольная {гладкая) функция.

Тем самым задача об интегрировании уравнения с

частными производными (2) сведена к интегрированию
системы обыкновенных дифференциальных уравнений (1).

Система (1) называется характеристической для
уравнения (2), а ее фазовые траектории называются

характеристиками уравнения (2). Связь между характеристиками
и интегральными поверхностями особенно проста в случае

двух независимых переменных (х, у): пересечение
плоскости z = const с интегральной поверхностью z=*z(z, у)
есть характеристика. Это следует из постоянства первого
интеграла вдоль характеристики.

Пример 1. У-^— х-^ = 0? где z = z(x, у) —

неизвестная функция. Уравнения характеристик удобно
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записать, исключив dt, в следующей форме:

^---^; dV + y^-O.

Следовательно, характеристики
— окружности х1 + у2 = С,

первый интеграл и = хг + z/2, и всякое решение уравнения
имеет вид

z-FW + y1).

Интегральные поверхности
—

поверхности вращения
с осью z.

Пример 2. -jr+ с-«-= 0.Уравнения характеристик:

—

=схх
— с? = const (параллельные прямые), первый

интеграл: и = х — ct, всякое решение имеет вид

u = F(x — ct).

Интегральная поверхность — цилиндрическая, образующие
параллельны вектору (1, с, 0).

Пример 3. х -Z—V У -х- = 0. Если область D, в

которой рассматривается уравнение, содержит начало

координат, то единственными интегральными поверхностями
являются плоскости 2 = const (см. замечание 2). Пусть
(0, 0)^2), тогда и = у/х — первый интеграл, решение
имеет вид

¦ш-
Это уравнение можно записать в виде 2 = Ф(ф), где

(г, ф) — полярные координаты па плоскости х, у.

Покажем, что все интегральные поверхности
—

коноиды.
Коноидом называется поверхность, образованная прямыми

(образующими), которые параллельны заданной плоскости

(направляющей) и пересекают неподвижную прямую и

неподвижную кривую (направляющие коноида). Точка

пересечения направляющих прямой и плоскости называется

вершиной коноида. Направляющей плоскостью

поверхности я = Ф(ф) служит плоскость ху, направляющей
прямой — ось z. В качестве направляющей кривой можно

взять, например, кривую, заданную уравнениями

я2 + 1/2 = 1, * = Ф(Ф).
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п / п \

Пример 4. ^ cij -т^- = 0 (^ а) = 1 . Уравнение ха-

рактеристик: -^г=# (#— вектор с компонентами ai?..., ап),

характеристики
—

параллельные прямые с направляющим

вектором а. Выберем в Rn ортогональный базис из

векторов- (а, &!,..., 6n-i)» тогда функции ^ (ж) = (6,-, ж) —

первые интегралы, так как (6j, а) = 0. Всякое решение
имеет вид

и(х) = F{(bv х), ..., (Ъп-Ъх)).

2. Квазилинейные уравнения. Рассмотрим
квазилинейное уравнение (см. § 1)

п

и покажем, что его интегрирование сводится к отысканию

первых интегралов характеристической системы

dx dx du

Предположение, функции aj(x,u), l^/^zz,
fe (ж, а) непрерывно дифференцируемы в области D а Л^1
и Ui, ..., ап) Ф (0, ..., 0) в этой области.

Будем искать функцию w(xu ..., хп, и) такую, что

если и (х) —решение уравнения (3), то

w{xu ..., хп% и(хи ..., xj) = 0. (5)

Из этого тождества находим

ди dw I dw

дх- dx* / ди

и, подставляя в уравнение (5), получаем

п

;=1
;

Уравнение (7) имеет тот же вид, что и уравнение (2), л

потому всякое его решение есть функция от независимых

первых интегралов и1(х,и), ..., vn (х, и) системы (4).

Следовательно, всякое решение уравнения (3) определяется
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из уравнения

F (рх (#, и), . t.
2 vn (#, и)) = 0, (7)

где F — некоторая (гладкая) функция.

Пример 5. —+w-t—== 0(уравнение Хопфа).

Характеристическая система;

,. dx du

и 0 '

первые интегралы i;A = и, v% = х — tu. Всякое решение
задается уравнением

F(u, x-tu)= 0.

Если это уравнение можно разрешить относительно и, то

u = f(x-tu). (8)

Этот пример будет подробно проанализирован в § 4.
3. Характеристики и интегральные поверхности.

Укажем связь между характеристиками и интегральными
кривыми уравнения (5), на примере уравнения, с двумя

независимыми переменными

^{x.y.z) -? + b{ziyiZ)-^ = c fo У, *). (9)

Коэффициенты уравнения (9) задают в пространстве R3

векторное поле

l(P) = (a(P)lb{P),c(P)y, P = (x,yiz).
Если точка Р лежит на интегральной поверхности S: z =

= z(x, у)} то вектор

»m-eW.-i)
направлен по нормали к поверхности S в точке Р.
Уравнение (9) можно записать в виде

{п(Р),1(Р)) = 01 (10)

т. е. векторы п (Р), I (Р) ортогональны. Итак:
1°. Вектор I (Р) лежит в касательной плоскости к

интегральной поверхности.
Очевидно, верно и обратное.
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2°. Если поверхность S: z = z{x, у) в каждой своей

точке Р касается вектора 1(Р), то S — интегральная

поверхность.
Так как и характеристика, и интегральная

поверхность, проходящие через точку Р, касаются вектора I {Р),
то интегральная поверхность расслаивается на

характеристики. Именно, справедлива

Теорема 2. Если интегральная поверхность S: z =

= ф(#, у) содержит точку Р0=(х0, у0, z0), то она

содержит характеристику, проходящую через точку PQ.

Доказательство. Рассмотрим систему

J = <ф, г/, z), j%
= Ъ(х,у, z),

где z = y(x, у), и поставим задачу Копти

х(0)=х0, у(0)=у0.

Пусть {xW, y(t)} — решение этой задачи. Кривая Г:

х = x(t), у = yit), z = z(t) = cp(#U), yit))

лежит на интегральной поверхности; покажем, что Г —

характеристика. Действительно,
dz d<p dx dtp dy дф , дф
Tt
=

dx~dt+lh}lt~ адх~+ ch}~Ci

так как z = ф(.г, у) — решение уравнения (9).

Пример 6. а-^ + Ь-^- = с (а2 + Ь2?=0).

Характеристическая система имеет вид

dx dy , dz

It
~~ a» It

~~ °> lt~°4

так что характеристики

x = at + x0l у
= bt + y0, z = ct + z0

образуют семейство прямых, параллельных вектору I =»

= (a, fc, с). Следовательно, интегральные поверхности
—

цилиндрические поверхности с образующими,
параллельными вектору I.

Первые интегралы (при аФО)

щ = Ьх — ay, u2 — az — ex

и всякое решение определяется уравнением

F(bx — ay, az — ex) = 0.
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Пример 7. (д; — а)-^+(г/— 6)-^-=z—с. Из характе-

скс

dx

Ж

>и системы

X — «1
du , dz

находим

x = С{е* + а, у = С2е* + b, z = С^е* + с,

где Cj — произвольные постоянные. Характеристики —

лучи, выходящие из точки Р= (а, Ь, с), так что

интегральные поверхности
—

гладкие коноиды с вершиной в точке

Р (ср. пример 3). Первые интегралы имеют вид

у —Ь z — с

1
х — а1 *

х — а

всякое решение определяется уравнением

1у-Ъ_ «-Л
0

\х— а1 х — а/

Пример 8. (bz — су) —+ (сх — az)-^-=ay—bz, вектор

(а, Ъ) — ненулевой. Из системы

dx 7 dy dz 7

lt=bz-cy> Tt=cx~az> -di
= ay-hz'

умножая уравнения последовательно на: 1) а, Ъ, с; 2) х,
У, z и складывая, находим первые интегралы

Hi = ах + by + cz% u% = х2 + у2 + z2.

На характеристике функции uu u2 постоянны;
пересечение плоскости Ui

= Ci и сферы и2 = С2 — окружность,

центр которой лежит на прямой I: х = at, у = bt, z = ct.

Следовательно, интегральные поверхности
—

поверхности

вращения с осью вращения I (ср. пример 1).

Пример 9. Функция u(xt, ..., хп) называется

положительной однородной степени а, если при любом х Ф О
и при любом t > 0 справедливо тождество

u(txu ..., txn) = tau(xu ..., Хп). (И)

Дифференцируя это тождество по t и полагая затем

t = 1, получаем тождество Эйлера для положительно одно-
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родных функций:

2 *i*e^-*»(»>. (12)

Примеры таких функций: и (х) = | #|а;гг (ж) — однородный
полином степени а (при целом а>0).

Рассмотрим линейное уравнение с частными

производными (12). Из характеристической системы

*х±
__

dxn
_

А*
_

-gj-
— xv ..

., dt
— яп, Л

— сш

находим

где Cj — произвольные постоянные. Пусть #j > 0; тогда
независимые первые интегралы можно выбрать в виде

Х2 ХП-1 и

?1 - -1 • • .1 Рп-1 - —, уп - -^
1 1 ^i

и всякое решение уравнения (14) определяется
уравнением

Fd н)-а
Выражая и через остальные переменные, получаем

Отсюда следует, что любое решение уравнения (14)
является положительно однородной функцией степени а; этот

факт доказан при Xi > 0, но нетрудно проверить, что он

верен при хфО.

§ 3. Задача Коши для линейных

и квазилинейных уравнений

1. Линейные уравнения с двумя независимыми

переменными. Рассмотрим уравнение

а (ЪУ) Т~х +
Ъ (*> У) Ту

+ с (Х>У) z = 1 & У)' ^)

Предположение 1. Коэффициенты а(х, у), Ь(х, у),
с(х, у) и правая часть fix, у) уравнения (1) непрерывно
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дифференцируемы в некоторой области D на плоскости

U, у) и

(а(х, у), Ь(х, у))Ф(0, 0)
в области D.

Для обыкновенного дифференциального уравнения

у' = cpix, у) задача Коши ставится так:

найти интегральную кривую, проходящую через задан-

ную точку (#о, Уо) на плоскости (#, у).
Для уравнения с частными производными (1) задача

Коши ставится так:

найти интегральную поверхность, проходящую через

заданную кривую Г в пространстве (х, у, z).

Приведем точную постановку задачи Коши. Пусть на

плоскости (я, у) задана кривая у. # = фЫ, y = ty(s), se

e=I=(s{, s2). Функции qp(s), i|)(s) непрерывно

дифференцируемы при se/и

(Ф'Ы, г|/Ы)тЧ0, 0), se/,

т. е. y
~~ гладкая кривая. Зададим на Y значение

функции z:

zIT = Ms), (2)
т. е.

г(фЫ, ^(s)) = h(s), s^I. (3)

Предположение 2. Функция Ms) непрерывно
дифференцируема при se/,

Задача Коши состоит в

следующем: требуется найти решение
уравнения (1), удовлетворяющее

условию (3) (т. е. данным Коши,
или начальным данным).

Пусть Г — кривая х = фЫ, у =
= \|)Ы, z = his) (se /) в

пространстве. Решение задачи Коши — это

интегральная поверхность,
проходящая через кривую Г (рис. 37).

Характеристической системой для уравнений (1)
называется система

dx dy
ЧГ

= а^У)' ИГ
= Ъ^У)>dt (4)

а ее фазовые траектории называются характеристиками.
Отметим, что это определение характеристик не совпадает
с приведенным в § 2,
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Связь между уравнением (1) и характеристиками
устанавливает

Лемма. Вдоль характеристики

dz
, т dz dz

(5)

Доказательство. Пусть х = x{t), у = yW —

решение системы (4), тогда

d i i4.\ t*\\ <*z dx . dz dy dz , dz

dt dy dt dx dy'

У

Теорема 1. Пусть кривая у не касается

характеристик. Тогда задача Коши (1), (3)
однозначно разрешима в

некоторой окрестности кривой f.
Доказательство.

Выпустим из каждой точки кривой ^
характеристику (рис. 38), т. е. решим
семейство йадач Коши для
системы (4):

#|<=0'=cpU), #l<=0 = i|)($), (6)

где $ пробегает интервал /. Пусть
x = x(t, s), y = y(t, s) (7)

есть решение задачи (4), (6), 1Ш — соответствующая

характеристика. В силу леммы вдоль 1Ш уравнение (1)
принимает вид

Рис. 38.

dz
-rr+cz = f% z|*=o = M*)> (8)

т. е. мы получили задачу Коши для обыкновенного

дифференциального уравнения. Решая задачу Коши (8),
находим функцию z = w(t, s). Эта функция непрерывно
дифференцируема в области D : s^I, t^IB, где Is —

некоторый интервал вида (— 6АЫ, 62Ы), 6i,2>0. Действительно,
в силу теорем из § 7 гл. 2 решение задачи Коши (4), (6)
непрерывно дифференцируемо по t, s в D\ в силу тех же

теорем этим свойством обладает решение w(t, s)
задачи (8).

Остается проверить, что функция w есть гладкая

функция переменных я, у; для этого достаточно показать, что

из соотношений (7) можно выразить t, s через х, у, как
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гладкие функции. Якобиан

I дх ду \

j =
\~дТ ~д7\ I q>' (*) г|/ (s) I

^
\дх_ ду_\ \а{х,у) Ъ (х, у) \(Х,у)=у
| dt dt \t=o

Действительно, вектор (q/, г|/) — касательный к *у, вектор
(а, Ъ) — касательный к характеристике /«, и эти векторы

неколлинеарны, так как f не касается характеристик. Тем

самым существование решения задачи Коши доказано.

Допустим, что задача (1), (3) имеет два решения

Ziixj у), z1{x1 у). Положим z = Zi
—

z2l тогда

dz . 7 dz
,

^

л

~

| А

а-Б + ЬТу + сг = 0> *lv = °*

так что, в силу (8), вдоль характеристики 1Л имеем

По теореме единственности z = 0, так что z^x, у) =
^ z2(#? z/) и потому решение задачи Коши единственно.

Это доказательство содержит четкий алгоритм решения
задачи Коши (1), (3). Именно, требуется

1°. Построить характеристики, проходящие через

кривую у» т. е. решить семейство задач Коши (4), (6) для

характеристической системы.

2°. Решить семейство задач Коши (8), которые

элементарно интегрируются.
Этот алгоритм вполне пригоден для численного

интегрирования задачи Коши.

Если кривая f касается хотя бы одной из

характеристик, то задача Коши (1), (2) может не иметь ни одного

решения и может иметь бесконечно много решений.
Пример 1. Всякое решение уравнения zx=*Q имеет

вид z = F(y), характеристики
—

прямые у = const.

1°. у
—

окружность х2 + у2 = 1. Характеристика у = у0

при \у0\ <1 пересекает f в двух точках (±#0, у0), и так

как решение не зависит от х, то z(—x0l yo)=z(x0, у0).
Если данные Коши на f не обладают этим свойством, то

задача Коши не имеет решений.
2°. 1 — характеристика у = у0. Выберем данные Коши

Ыт^с, где с — постоянная. Тогда задача Коши имеет

бесконечно много решений; все они имеют вид z = /(#), где

1(у) — произвольная гладкая функция такая, что f(y0) = с.
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2. Область зависимости от начальных данных. Возьмем

точку Р0 = (х0, г/о), достаточно близкую к кривой f.
Значение решения zix0, г/0) вычисляется так: выпускаем из

точки Р0 характеристику до пересечения с 7 (пусть s = sQ

в точке встречи) и затем решаем задачу Коши (8) при
s = So (рис. 38). Следовательно, значение z(x0, г/0) зависит

только от значения h(sQ) и не зависит от значений

данных Коши his) в других точках кривой 'у. Поэтому
говорят, что область зависимости решения задачи Коши (1),
(3) состоит из одной точки.

3. Линейные уравнения со многими переменными.
Рассмотрим уравнение

п

j=i з

tj&x = (xv .. .,хп). Данные Коши ставятся не на кривой,
а на поверхности размерности п— 1 в /??. Гладкой
гиперповерхностью у (или поверхностью размерности n—i)

называется множество в йп, заданное уравнениями

Xj = ф;($1, ..., sn-i), Kj<n, (st, ..., sn-i) e U.

Здесь U — область в пространстве R?~\ функции q)j ($) е
s=Cl{U) и

rankq/ (*)=¦» — 1, es^, (10)

Данные Коши для уравнения (9) задаются на у.

u\y = h(s)t (И)

где h (s) (= С1 (U). Система

-ЗГ
= «(*), (12)

где а (ж) = (ах (ж), ,.., ап (х)) называется

характеристической для уравнения (9). Введем
Предположение 1'. Функции аг (#), ..., ап (х),

c(x),f(x) принадлежат классу СЧ-О), где D — область

в йп, содержащая у, и а (х) Ф 0 при х ^ D.

Теорема 2. Пусть гиперповерхность у не касается

характеристик. Тогда задача Коши (9), (10) однозначно

разрешима в некоторой окрестности гиперповерхности у.
Доказательство этой теоремы аналогично

доказательству теоремы 1. Если I: х = х (t) — характеристика,
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то вдоль I

п п

du V ди dxj V / ч ди , , ч / ч

ir
= 2i^^=2M*)-^-= /(*)-<(*)"•

3=1 3 3=1 1

Выпустим из ^ все характеристики, тогда вдоль

характеристики lso получим задачу Коши
-^ +

си = /, и |<=0 —

= h(s°). Решив это семейство задач Коши, зависящее от

(гс — 1)-го параметра su ..., sn-i, получим решение и =

«= wit, Si, ..., 5n-i) как гладкую функцию t, st1 ..., sn-i.

4, Квазилинейные уравнения. Рассмотрим уравнение

Характеристическая система имеет вид (§ 2, (4))
dx dv , r?z ,л /v

и характеристики
—

кривые в пространстве. Задача Коши

ставится точно так же, как и для линейного уравнения:

zlT = Ms). (15)

Предположения те же, что и в п. 1: функции а, Ь, с

непрерывно дифференцируемы в некоторой области D в

пространстве и (а, Ъ) Ф (О, 0) в области D.

Теорема 3. Пусть кривая у не касается проекций
характеристик на плоскость (ж, у). Тогда решение задачи
Коши (13), (15) существует и единственно в некоторой
окрестности кривой у.

Доказательство во многом аналогично

доказательству теоремы 1. Пусть Г —кривая: # = срЫ, г/ = г|)Ы,
z = h(s), s^L Проведем через каждую точку кривой Г

характеристику; образованная ими поверхность 5 будет
интегральной поверхностью. Чтобы доказать это,
необходимо проверить, что поверхность S:

1) задается уравнением z = f(x, у), где /—гладкая
функция;

2) является интегральной поверхностью.
Пусть свойство 1) выполнено, тогда поверхность S в

каждой точке P^S имеет касательную плоскость п(Р).

Вектор 1{Р) = (а(Р), Ъ{Р), с{Р)) лежит в плоскости я(Р),
так как он касается характеристики, проходящей через

точку Р. Поэтому вектор I (Р) ортогонален вектору п (Р),
направленному по нормали к S в точке Р. Так как в ка-
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честве п(Р) можно взять вектор f-^-, -^-, — 1J, то в

точке Р

0 =M = a|L + bJ?_c
и уравнение (13) выполняется.

Докажем 1). Решение

x = x(t, s), y = y(t, s), z = z(t, s) (16)

задачи Коши

#|/=0 = cp(s), z/|,=0 = <v|)(s), z\t=0 = h(s)

для системы (14) определяет характеристику L8. При ? = 0
якобиан

1 дх ду I

I ~я7~ 1ГГ" I i «ч' /«\ «к' /«\ i

^0,

5а:

0S

дх

1Г

ду
ds

ду

dt

=
1 ф' W

1 а

*'(»)
6

так как f не касается проекций характеристик на

плоскость (х, у). Поэтому из первых двух соотношений (16)
можно выразить t, s через х, у как гладкие функции (в
окрестности ^)» так что z = z(t(x, у), six, у)) будет
гладкой функцией переменных х% у.

§ 4. Линейные и нелинейные волны

Поведение решений задачи Коши для линейных и

квазилинейных уравнений существенно различается.
Покажем это на примере линейного уравнения

ди
,

ди л
...

1Г+<^ = 0, (1)

где с > 0 — постоянная, и квазилинейного уравнения
ди

,
ди л /оч

-5F+W^ = 0' (2)

Зададим одни и те же данные Коши;

Ы,-в = /(*). (3)

Здесь / — гладка^ финитная (т. е. равная нулю вне

некоторого отрезка) функция.
Г. Всякое решение уравнения (1) имеет вид (§ 2,

пример 2) и = Fix — ct), так что решение задачи Коши имеет

вид

uit, x) = f(x-ct). (4)
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Постоянная с имеет размерность скорости
— см/с; и

действительно, с есть скорость распространения возмущений.
График функции и получается из графика функции f(x)

сдвигом на расстояние ct

(рис. 39), т. е. функция
_х

и — волна, бегущая напра*
во со скоростью с.

ис* 39,
Аналогично, решение

задачи Коши для
однородного линейного уравнения

ди . ., v
ди л

также есть бегущая волна. Скорость в точке х0 в момент

времени t = t0 равна с(?0, х0).
2°. Всякое решение уравнения Хопфа (2) дается

формулой u = F(x — tu) (§ 2, пример 5), так что решение
задачи Коши (2), (3) имеет вид

u = f(x — tu). (5)

Приведем качественную картину распространения волны.

Значение u(tQ, х0) — это скорость движения волны в точке

t0, х0. В начальный момент t = 0 эта скорость максимальна

в точке Р — на гребне волны (рис. 40). В последующие
моменты времени точки на профиле волны, лежащие левее

t-o t=t* t>t*

Рис. 40.

вершины Р, будут отставать от Р, а точка Р будет
«догонять» точки профиля, лежащие правее. Поэтому задний
фронт волны станет более пологим, а передний станет

более крутым. Наконец, в некоторый момент времени
t = t* на переднем фронте появится точка с вертикальной
касательной, а в последующие моменты времени функция
u(t, х) станет неоднозначной. Неоднозначная функция
u(t, х) не имеет физического смысла в такого рода

задачах (например, в задачах газовой динамики). Физические

соображения приводят к необходимости рассмотрения
разрывного (при t>t*) решения уравнения (2), и при
t > t* график решения имеет изображенный на рис. 40
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вид. Положение разрыва определяется по «правилу

площадей»: заштрихованные площади равны. Разрывное
решение называется ударной волной.

Задача 1. Показать, что

tf(x — tu) = 1

при t = t*, а = м(/*, х*).
Задача 2. Найти **, если f(x) = а2 — я2, а > 0.

Самопроизвольное возникновение разрывов (ударных воли)
при гладких начальных данных — эффект типично нелинейный.

Многие важнейшие уравнения с частными

производными, возникающие в самых различных областях физики,
обладают решениями типа плоских волн. Отыскание этих

решений сводится к интегрированию обыкновенных

дифференциальных уравнений. Пусть функция u(t, х)
удовлетворяет автономному уравнению вида

Ф(и, ut, их, uti, utx, Uxx, ...) =^0. (6)

Левая часть этого уравнения не содержит явно

независимых переменных ?, х. Будем искать решение уравнения

(6) в виде плоской волны

и = fix — ct),

где / — неизвестная функция, с Ф 0 — неизвестная

постоянная. Полагая х — ct = g, получаем обыкновенное

дифференциальное уравнение для функции /:

Ф(/, -cf,f, cY',-cf,f", ...)-о.

Если это уравнепие имеет решение /(?) Ф const,
ограниченное при всех |, то уравнение (6) имеет решение тина

бегущей волны. Рассмотрим несколько классических

примеров уравнений вида (6).
1. Уравнение Хопфа (2) не имеет решений типа

бегущей волны. Действительно, для / получаем уравнение

-с/' + //'-о,
так что /(?) = const.

2. Уравнение Бюргерса

Щ + UUX = \XUxxj (7)

где \i > 0 — постоянная. Для функции / получаем
уравнение

-cf + ff'-vr-O;
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где А
— постоянная. Запишем это уравнение в виде

f =^{l-uZ)(f-u+\ ий = сЧ^ Vc2 + 24.

Будем предполагать, что числа ut> вещественны и

различны, так что с2 + 2А > 0, и тогда uZ > и?. Поставим

граничное условие /(+ оо) = и^; тогда

/ (I) = с - Vc2 + 2А th (Vc2 + 2А* ?/2ji), /(-oo)«^,

и искомое решение равно

и fo *) = у[(и» + ^i) — (^~ — и?)] х

Xth оо оо

4Ц •U—y(«»+ui)« (8)

Числа Мсо, и? произвольны (должно только выполняться

условие uZ>u~z)i так что мы получили двупараметриче-
ское семейство решений. Профиль /(?) бегущей волны —

«гладкая ступенька»: эта функция монотонно убывает от

значения uZ до значения и^. Нетрудно видеть, что если

jx -+ + 0, то /(|, р,) стремится к ступеньке

/М-К' *<°'

l^i, S > о.

Скорость бегущей волны

с = (uZ + ut)/2.
Уравнение Бюргереа отличается от уравнения Хопфа

добавочным членом —

\Шхх (вязкость), который
препятствует возникновению разрывов (ударных волн),

3. Уравнение Кортевега — де Фриза
I

Щ + иих + -g- ихЪх
= 0. (9)

Классическая форма записи этого уравнения такова:

щ
— Quux + их** = 0.

Это уравнение приводится к виду (9) с помощью замены
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Будем искать решение уравнения (9) в виде плоской
волны (4); тогда для / получим уравнение

-cf+ff' + jf"=0.

Интегрируя, получаем уравнение

которое совпадает с уравнением (26) из гл. 4, § 5. В

данном случае

Пусть имеет место случай 2, т. е. уравнение g(|) = 0
имеет двукратный корень |4 = |2 и простой корень |s >?i,
так что gil) = -(g - V2(l - б»). Тогда

с = 2sx + 6Й1 /(?) - 5Х +
1з"?1

сЬ2(|У^-^/2)'
и решение и(?, ж) равно

и (*, x) = uOQ + a (ch (1 /а (х - (и» + -j) *)) ) "*, (10)

где обозначено «„ = |3, а = ?3 — ?ь Заметим, что

уравнение (9) имеет решение u(t, х) ^ и№, которое называется

стационарным. Поэтому удобно ввести новые функции и

переменные

v(t, х) = »(?, х) — к„, ж — u^t = х.

Профиль волны /0(|) = /(|) — и» имеет единственную

точку максимума 1 = 0, значение в которой равно а.

Будем интерпретировать а как амплитуду волны. При % -*•

-> ± оо высота профиля стремится к пулю с

экспоненциальной скоростью. Такое решение называется уединенной
(солитарной) волной или солитоном. Скорость волны v

пропорциональна ее амплитуде
— типично нелинейный

эффект (ср. с уравнением (1)). Из формулы (10) видно,
что чем больше а, тем меньше окрестность точки 1 = 0, в

которой профиль /0(|) заметно отличен от нуля. При а->

-+ + оо нормированный профиль — /0 стремится к функции

\а '%= \0, |^=0.
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4. Уравнение сайн-Гордона

ии
—

Uxx = sin и. (11)

Для функции / получаем уравнение

(l + c2)/" + sin/ = 0,

которое совпадает с уравнением колебаний маятника

(гл. 4, § 5).
5. Нелинейное волновое уравнение Гейзенберга

ии
—

ихх = ия. (12)

Для функции / получаем уравнение

(1 + с2)/" + f = 0,

которое является частпым случаем уравнения Дуффинга
(гл. 4, § 5, со =0). Интегрируя, получаем

(1 + с2) 4+ 4= 4' fl7^=f=±1/-T1—г^-Ео),z 4 z

0J У E - u4 К 2 (1 + с2)

где ?, |о — произвольные постоянные.

Пусть Е>0 (при Е<0 решений нет), тогда |/|^
^ |Лй\ и полученный интеграл выражается через
эллиптические функции Якоби:

V f+VE

4/ТГ

/1/ .2 , -1/-=
= ±Ю-

171
/ 1 + с1

2

Отсюда находим

oIYe_1 + Сп'
yi + c2

§ 5. Нелинейные уравнения

1. Характеристики. Рассмотрим нелинейное уравнение
с частными производными первого порядка

я(*1.-...*п,йг-,...,|;)-=0 (1)

относительно неизвестной функции 5. Обозначим х =
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= [xv ..., хп), р = {pv . . . рп). Будем для простоты

предполагать, что функция Н (#, р) дважды непрерывно

дифференцируема во всем пространстве Д*п» и что не все

дН дН г
частные производные ~—,...,-— обращаются в нуль

одновременно. Решением уравнения (1) называется

дважды непрерывно дифференцируемая функция Six),
удовлетворяющая уравнению.

Пусть ${ху—решение уравнения (1); обозначим Рх =

dS
s= т—. Дифференцируя ураънение (1) по xk, получаем

Л, дН др. дН * дН дРк дН

1=1 г=1

так как ~

дх
= ^—^—. В этой и последующих формулах

г h k г

И = Н (#, V? (х)). Рассмотрим систему

dx4 дН

и пусть #(т)—ее решение. Вдоль соответствующей
фазовой траектории f все рг будут функциями т, так как

dS (х (т)) тт

Pi = ^.
- Имеем

dpk d dS (х) <?, ^ <ц JL а// др

di di дх, ~ dx,dxh di ~i др. дх.
я

г=1
г я

г=1
г г

2 0Л0Р*
дтз, дх, '

так что, в силу (2),

dPi__
di дх

dp. дН

37
=

"^ * = !,...,*. (4)

Далее, вдоль ^ имеем

AS ^ dS dx. ^ 0#

i=i *
*=i ^г

Объединяя (3) и (4), получаем систему из 2п

дифференциальных уравнений

dx, дН dP; дН
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которая называется характеристической (для уравнения
(1)). Ее фазовые траектории называют характеристиками

уравнения (1); они расположены в 2д-мерном фазовом
пространстве R2x,p> Вдоль характеристик, в силу (5),
имеем

di = 2iPi^ (7)

Ниже будет показано, что интегрирование уравнения (1)

сводится к интегрированию системы обыкновенных

дифференциальных уравнений (6).
2, Задача Коши. Постановка этой задачи для

нелинейного уравнения (1) отличается от постановки задачи

Коши для линейных и квазилинейных уравнений с

частными производными. С такого рода различием мы уже

встречались для обыкновенных дифференциальных
уравнений. Именно, для уравнения, разрешенного

относительно производной: у' = fix) в качестве начальных данных

задается значение функции в некоторой точке: у(х0) = у0.

Для уравнения, не разрешенного относительно

производной: Н(х, у') = 0, задаются значения функции и

производной в некоторой точке: у(х0)=у0у г/'(#о) =/>о. Эти

значения должны быть согласованы, т. е. должно

выполняться соотношение Н(х0, р0) — 0. Аналогично, для
нелинейного уравнения (1) в качестве данных Коши следует
задать значения функции и всех ее частных производных
(т. е. задать градиент этой функции) на некоторой
гиперповерхности Mn-1c:i?2. Эти значения функции 5 и ее

градиента должны быть согласованы с уравнением (1).

Рассмотрим вначале случай, когда Л/71"1 есть

гиперплоскость хп = 0, и пусть х° = 0. Введем обозначения

X = \Xi, . .
., Xn—i)i

г г

Зададим на Мп~* значения функции S : S (#', 0) = S0 (#').
Тогда значения р\ (х')} i = 1, ...,

п
— 1 пзвестны: р\ (х') =

os (х)
= —тр—. Для определения Рп{%') получаем уравнение

H(x'l01p0i(x')1...1p0n-1(x'), Р°п(х')) = 0, (8)
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т. е. р°п (х') определяется как неявная функция.
Уравнение (8) может определять не одну, а несколько функций,
его решение может не быть гладким и т. д. Пусть при
х° = О это уравнение имеет корень Рп. Если выполнено

условие

±.Н(0,р«(0))фО, (9)

то по теореме о неявной функции (гл. 2, § 8) уравнение
(8) определяет единственную гладкую в окрестности точцд

х' = 0 функцию р°Г1 (х) такую, что рд(О') =/?°. Данные
Коши в этом случае таковы:

S (х', 0) = S0 (х'), VS (х', 0) = р° (х'). (10)

Здесь р\{х') =—| , i<Ln, а Рп(х') —указанный выше
ох.

корень уравнения (8).

Перейдем к общему случаю. Пусть Мп~1 задается

уравнениями

хх = х\ (a), i = 1, .... /г, (И)

где а = (а11 ..., a„_i) и а лежит в некоторой области
Fez i??~\ Пусть, для определенности, х° = ж°(а0).
Гиперповерхность Mn~i предполагается гладкой, т. е. ранг

матрицы Якоби (х° (а))' тождественно равен п — 1. Зада
ча Коши для уравнения (1) ставится так: найти решение

уравнения такое, что

S (afi (ос)) = S0 (a), VS (xQ (a)) = p° (a), (12)

где S0 и p° — заданные гладкие функция и

вектор-функция. Для данных Коши (12) доляшы выполняться два

условия согласования.

1°. Я (ж0 («), Р° (<*)) — 0, «gF, (13)

Это следует из того, что значения функции S и ее

градиента на Мп~х должны быть согласованы с

уравнением (1).

2°. d$0(*)= ip? (a) <**!(«). (14)
i=i

dS
Это следует из тождества dS = "V г— d#i и из инва-

риаитности первого дифференциала. Такую задачу Коши
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не всегда можно поставить: для этого требуется, чтобы
выполнялся аналог условия (9). Соответствующее условие
имеет вид

дН

еРг
дх\ («°)
да

дх\ («°)

дН

дРг
'

дх\ {а0)
да

дх% («*>)

дН

дрп

дх^ (а0)

да^

д*°п (а0)
дап-х да„ ди„

о, (15)

где значения производных функцип Н взяты в точке

(я°(сс°), Р°(«0)).
Теорема. Пусть условия (13) —(15) выполнены.

Тогда в малой окрестности точки х° задача Коши (1), (12)
имеет решение и притом единственное.

Доказательство. Мы ограничимся случаем, когда
Мп"1 есть гиперплоскость хп = 0. Рассмотрим семейство

задач Коши

tf(0) = te,,0), р(0) = р»(у) (16)

для характеристической системы (6). Здеяь у = (yv ...

..., j/n-i) и у меняется в малой окрестности точки у = 0.

Решение задачи Коши (16) обозначим [х (т, у), р{х,у)}.
Это решение дважды непрерывно дифференцируемо по

совокупности переменных т, у{, ..., yn-i в некоторой
окрестности W точки т = 0, у = 0 (гл. 2, § 7).

Фиксируем у и рассмотрим уравнение (7) вдоль

соответствующей характеристики, т. е.

п

гг
- 2 ^(т-'у) ~д7гн (* (т- у)- * (т> у))-

Данные Коши для функции S определяются из (10):
*S |т=0 = S0(y). Решение этой задачи Коши обозначим

S (т, у); оно имеет вид

$ (т, у) - S0 (т, у) + ЙТ

п потому дважды непрерывно дифференцируемо в

области W.
Чтобы завершить доказательство теоремы, проверим

следующие факты;
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1. Переменные т, уи ..., yn-i являются гладкими

функциями от переменных хи ..., хп.

Напомним, что все наши рассмотрения носят

локальный характер: х лежит в малой окрестности точки о? = 0.

Тогда S (т, у) = S (х) — гладкая функция, р (т, у) =
= р(х) — гладкая вектор-функция х.

2. Справедливо тождество р{х) = VS (х).
3. Функция S (х) удовлетворяет уравнению (1).

Рассмотрим систему из п уравнений

я(т, у) = ж

относительно неизвестных т, у^ ..., уп. Из данных Коши

(16) имеехМ

^i (0, у) = yv • •
•> xn-i (0, у) = уп_ъ хп (0, у) = 0,

так что

дхА дх„

<Гхп дН
в точке т = 0, у = 0. В этой же точке -^—

= — ф 0,

в силу условия (9). Следовательно, det#' (т, у) Ф 0 в

указанной точке и утверждение 1 следует из теоремы об

обратной функции (гл. 2, § 8). Докажем, что

Я(*(т,»),р(т,у))«0. (17)

Это следует из того, что функция Н — первый интеграл
гамильтоновой системы (6) (гл. 4, § 4). Остается доказать
утверждение 2; его можно записать в виде

U(T,|r)-^g^ 1-1, ...,«.

Эти тождества эквивалентны следующим:

i=l '
3=1

' (18)

где х =#(т, г/), /? =р(т, г/). Первое из них следует из (7).

Дифференцируя по у\ первое из соотношений (18) и
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дифференцируя по t остальные, получаем

д2S v ро i V *

ду. dt JdP'dtdy. и*

~ ~

dt dyi
" 2d dt oy- 2d P> dt dyx'г

2=1 3=1

Следовательно,

dt ^ уду. dt dt oy. J dyi
v Ci

в силу (17). Так как

dSQ (у)

т=0
*
-рШ) = о,

/ OS v ог?

в силу определения функций р?, то М\ (т, #)s==0 и (18)

доказано. Тем самым существование решения задачи Ко-

ши доказано; его единственность следует из

единственности решения задачи Коши для системы (6), (7).
В качестве примера рассмотрим уравнение эйконала

(VS)«-A. (19)

описывающее распространение световых лучей в

однородной и изотропной среде. Здесь с > 0 — постоянная

(скорость света). Поверхности 5 = const называются

волновыми фронтами. Само слово «эйконал» означает

«изображение» (сравните «икона»). Ограничимся случаем л = 2, т.е.

S =5= Six, у), и положим р «=

^р q = —, тогда уравнение

(19) примет вид р2 + qz = сг2. Характеристическая система

(6) имеет вид

?-2* % -2* &-0l & = 0, (20)

а из (7) находим

Л
~

с2'

Характеристики имеют вид

х = х(0) + 2тр(0), y = y(0) + 2xq(0),

p=p(0), q = q(0),

(21)

(22)
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т. е. являются прямыми, расположенными в

четырехмерном пространстве (,г, г/, /?, д). Их проекции на плоскость

(г, у) называются лучами; из (20) следует, что лучи

удовлетворяют системе

^!i = 0 ^ = 0
dT2

'

dx2

Покажем, что лучи ортогональны волновым фронтам.
Действительно, вектор VS(x0, у0) ортогонален линии Six, у) =
= S(x0, г/0) в точке (х0, у0), а в силу (20) направление луча

совпадает с направлением градиента функции S.
Пусть с = 1, Г — гладкая кривая и 5|г = 0 (т. е. Г —

волновой фронт). Если ^-, -q производные по

касательной и по нормали к Г, то

е*-(?)'+(?)'-•-
= 0, то либо -— = 1, либо —

=
— 1.

Г дп ОП
Так как —

Рассмотрим одну из этих двух задач Коши:

*|г = 0' Щг = 1- (23)

Значения р, q (т. е. значение VS) на Г находятся из

системы

g = (VS, 5) = ps* + д*„
= 0,

w (24>
_ = (VS, п) = рпх + qny = 1,

где зип —единичные касательный и нормальный к Г

векторы.
Пример 1. Пусть Г — окружность, х2 + у2 = R2,

вектор п направлен внутрь Г. Если точка (х, у) лежит на

Г, то

x
— R cos ф, у

= R sin ф,

$ = ( — sin ф, cos ф), п = — (cos ф, sin ф),

и из (24) находим р
= — cos ф, g

= — sin ф. Подставляя
в (22) и интегрируя уравнение (21), получаем

х = (R — 2т) cos ф, у
= (R — 2т) sin ф,

5 = 2т.

Эти формулы дают представление эйконала в переменных
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(т, ф). Исключая т, ср, получаем

Six, y)=R± Ix1 + у\

Таким образом, эйконал оказывается неоднозначной и,
более того, негладкой (в начале координат) функцией.
Проанализируем картину лучей. Если т меняется от 0 до

—°°, то лучи уходят на бесконечность и не пересекаются.

При 0 < т < Л/2 лучи также не пересекаются, а волновые

фронты — окружности радиуса Л — 2т при S = 2т. При
т = Л/2 все лучи сходятся в точку (0, 0). Это явление

называется фокусировкой лучей, а точка (0, 0) называется

фокусом.
Исключив ф, уравнение семейства лучей можно

записать в виде

/(*, у, t) = z2 + i/2-IR-2t)2 = 0,

т. е. лучи образуют однопараметрическое семейство

кривых. Найдем его огибающую (гл. 2, § 11), исключив т из
й i

системы / = 0, j-
= 0. Тогда получим одну точку (0, 0);

в данном случае огибающая вырождается в точку.

Пример 2. Пусть Г — парабола у2 = 2ах (а>0).
Точки на Г можно представить как функции одного

параметра а: у
= а, х = а /2а. В данном примере

s _
(<*> g)

п =
(— Д»_«)

/7+^' l/Wcc3'
и из системы (20) находим

а

Р = ~

(а2 + аУ/2'
а2 2ат

*-2^-(а2 + а2)3/2'

Далее, ?(#, г/) =2т. Функция S не может быть
однозначной на всей плоскости, так как лучи могут пересекаться.
Неоднозначность может возникнуть в тех точках, в

которых нельзя выразить ее, т через х, у однозначно; в этих

точках должны нарушаться условия теоремы об обратной
функции, т. е. должен обращаться в нуль якобиан;

d (а, т)

? =
(а2 + сс2)8/2'

. 2ат
(25)



§ 5] НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 333

Это приводит к следующему соотношению между а и т:

2а2т+(а2 + а2)3/2 = 0,

и из (25) находим, что искомые точки расположены на

полукубической параболе (рис. 41)

У
2 8

?<*-«>'
Эта кривая — эволюта исходной
параболы Г.

Последний факт носит общий
характер. Именно, если кривая Г —

волновой фронт (т. е. 51 г
= const), то

точки, в которых нарушается
гладкость функции S, расположены на

эволюте кривой Г.
Уравнение (1) не содержит явно неизвестной

функции. Рассмотрим уравнение первого порядка с частными

производными самого общего вида:

Н (х, S (х), VS {х)) = 0.

Тис. 41.

В этом случае характеристическая система имеет вид

_

зн вн .

_

,

пч

a S по-прежнему удовлетворяет уравнению (7).
Постановка задачи Коши и теорема существования и

единственности формулируются точно так же, как и для уравнения (1).



ГЛАВА 6

ЭЛЕМЕНТЫ

| ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

§ 1. Функционалы

Многие задачи анализа, механики, физики приводят
к понятию функционала. Пусть каждой функции у(х)
из некоторого множества М поставлено в соответствие

число J(y(x)):
у(х) -> J(yix)).

Тогда мы говорим, что задан функционал J(y(x));
множество М называется его областью определения.
Приведем примеры.

1. Пусть плоская кривая у = у(х) соединяет точки

(а, А) и (6, В). Ее длина есть функционал
ъ

*{]/(*)) = j Vi + V^dx.
а

2. Площадь под кривой у = у(х), соединяющей точки

(а, А) и (6, В), есть функционал
ь

S {у (я)) = )у dx.
а

3. Основной пример функционалов, которые
рассматриваются в настоящей главе, следующий:

ь

J{y{x)) = \F(x,y{x),y'{x))dx, (1)

где F — заданная функция. В примере 1 F = l'i + у'2,
в примере 2 F = у.

Одна из основных задач дифференциального
исчисления — нахождение наибольших и паименыпих

значений функций. Одна из основных задач вариационного
исчисления — нахооюдение наибольших и наименьших
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значений функционалов. Приведем примеры задач

вариационного исчисления.

1. Среди всех плоских кривых у
= у(х), соединяющих

заданные точки (а, А) и (6, Б), найти ту, которая имеет

наименьшую длину. Это задача о нахождении минимума

функционала s(y(x)).
2. Пусть скорость света на плоскости равна с(#, у).

Требуется найти световой луч, соединяющий заданные
точкц (а, А) и (6, В). Будем считать, что луч задается

уравнением у = у(х).
Согласно принципу Ферма, луч лриходит из

начальной точки в конечную за минимальное время t. Имеем

dt = ds/c вдоль кривой # = г/Ы, где ds — дифференциал
длины дуги, так что

t{y) = )^±Zdx.Kyf J с(х, у)
а

Итак, для определения формы светового луча требуется
найти минимум функционала t(yix)).

Функционал Jly(x)) можно рассматривать как

функцию от бесконечного числа переменных, например, как

функпию от значения у(х) в точках отрезка [а, 6].
Естественно ожидать, что какая-то часть понятий и

результатов, относящихся к функциям нескольких переменных,
сохранится и для функционалов — функций от

бесконечного числа переменных. И действительно, такие понятия

как непрерывность функционала, первый дифференциал
функционала вводятся для функционалов почти

дословно так же, как и для функций.

§ 2. Функционалы в линейных

нормированных пространствах

1. Функционалы. Непрерывность. Пусть В — банахово

пространство, т. е. полное линейное нормированное

пространство (гл. 2, § 2). Норму элемента у пространства В

обозначим И1/11,
Определение 1. Пусть каждому элементу у из

некоторого множества Ы^-В поставлено в соответствие

вещественное число ]{у). Тогда мы скаоюем, что на

множестве М задан функционал J(y).
Понятие непрерывности функционала вводится так

же, как и для функций. Функционал J(у) называется не-
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прерывным в точке у0, если для всякого г > 0

существует 6>0 такое, что \J(y) — Лу0)1 < ?> как только

Hz/- */о" < б.

Приведем основные примеры банаховых пространств,

которые мы будем рассматривать.
1. Пространство С(а, 6) (гл. 2, § 2). Напомним, что

его элементы — непрерывные на отрезке [а, Ъ] функции и

\У(х)\с= max Ы*)1-
ке[а,Ь]

Сходимость по норме в пространстве С(а, Ь) — это

равномерная сходимость на отрезке [а, Ы.
2. Пространство СЧа, Ъ) (его обозначают также

Z),(a, b)) — это пространство всех непрерывно

дифференцируемых на отрезке [а, Ь] функций. Норма вводится так:

\\у{х)\\ = max \у{х)\+ max \у'{х)\.

Пусть последовательность уп(х) -> у(х) в норме Си т. е.

lim\yn(x) — у (х)\ = 0. Тогда равномерно по х^[а, Ъ\

сходятся последовательности j/„U), уп (х):

Уп{х)^Ху(х)х y'n{x)ZXv'ifl)\

верно и обратное.
Рассмотрим один из основных примеров

— функционал
ъ

J(y) = $F(x,y(x)iy'(x))dx. (1)
a

Если функция Fix, у, z) непрерывна по совокупности

переменных при а^х^Ь, —«> < г/, z < <», то

функционал Аг/) будет непрерывен в пространстве СЧа, 6).
Однако в пространстве С(а, Ъ) этот функционал можйт

не быть непрерывным.
ь

Задача. Доказать, что функционал s (у) = I у 1 + /2 d я

a

(длина дуги) не является непрерывным в пространстве С (а, Ь).

2. Линейные функционалы. Пусть функционал ф(А)
определен на банаховом пространстве В. Этот
функционал называется линейным, если он непрерывен на В и

(piaihi + a2h2) — aicpt&J + а2ф(А2)
для любых элементов А17 h2^B и для любых чисел ссА, а2.
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Приведем примеры:
ь

1. ф (h) = j а (х) h (х) dx, где а(х) е С(а, Ъ) — фиксиро-
а

ванная функция. Это линейный функционал в

пространстве С(а, Ъ).
ъ

2. Ф (h) = j [а (х) h {х) + Ъ {х) Ы (х)] dx1 где а(х), Ь(х) е
а

е С(а, Ъ) — фиксированные функции. Это линейный

функционал в пространстве С1 (а, Ъ).
3. Первая вариация. С помощью понятия линейного

функционала вводится понятие первого дифференциала
(или, что то же, первой вариации) функционала. Это
понятие вводится так же, как и для функций.

Функция fix) называется дифференцируемой в точке

#о, если ее приращение можно представить в виде

д/ в }(х0 + А) - fix,) = ф(А') + oih) (А -> 0),

где ф(А)— линейная функция, которая называется

дифференциалом функции fix) в точке х0.

Функционал Лу) называется дифференцируемым в

точке у0, если его приращение представимо в виде

д/ ^ j(yQ + А) - Дг/о) = ф(А) + о(ИАН) (Ш -+ 0), (2)

где ф(А) — линейный функционал. Функционал ф(А)
называется первой вариацией (или первым
дифференциалом) функционала Лу) в точке у0 и обозначается так:

Ф (Л) = 8JVq (А).
Замечание 1. Функционал ф(А) (первая вариация

^у0 Q1)) определяется единственным образом.
Если функционал Лу) дифференцируем в точке yQl то

его первую вариацию можно вычислить по формуле:

<?(h) = -?j(y0 + th)\t=o. (3)

Действительно, положим tyit) = Лу0 + Ш, где элемент

h^B фиксирован. Тогда в силу (2) имеем

фШ - г|)(0) = tcpih) + оф (* -* 0),

так что г|/(0) = ф(А).
Вычислим первую вариацию функционала (1) в

предположении, что функция Fix, у, z) непрерывно диффе-
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ренцируема по совокупности переменпых при а < х < 6,
—оо < у1 z<°o. Можно показать, что этот фупкциопал
дифференцируем во всех точках пространства С1 (а, Ъ) и

потому его первую вариацию вычислим по формуле (3).
Имеем

ь

bJy* W =

It J F (^ У* + th> У* + th^dx lf=° =
a

b

= ^(Fyh + Fy,h')dx, (4)
a

где значения Fv, Fyf берутся в точке (s, y0{x), у'0(х)).
4. Необходимое условие экстремума. Точка у0

называется точкой минимума (максимума) функционала J(y),
если J(y)>J(yQ) (У(у)^Лг/о)) для всех г/ из достаточно
малой окрестности точки г/0. Определение дословно то

же, что и для функций. Точка у0 называется точкой экс-

тремума функционала /(г/), если она является точкой

минимума или максимума.
Необходимым условием того, чтобы точка х0 была

точкой экстремума функции fix), является обращение в

нуль дифференциала: <2/ = 0, Необходимое условие того,
чтобы точка у0 была точкой экстремума функционала
Дг/), формулируется аналогично: 67 = 0.

Теорема. Пусть функционал J(y) дифференцируем
в точке г/0. Для того чтобы точка у0 была точкой

экстремума функционала /(г/), необходимо, чтобы его первая

вариация обращалась в нуль в этой точке:

bJVQ(h) = 0. (5)

Это соотношение выполняется для всех приращений К
Доказател ьство. Пусть у0

— точка минимума

(для определенности), и пусть первая вариация bJv (h) =
= ф (/г) sp?= 0. Тогда существует элемент h0 такой, что

ср(йо) ^0. Имеем при малых \t\

0 ^ А/ = /(i/o + th0) - Д г/о) - *Гф(Ао) + oil)] (* -> 0).

Знак последнего выражения при малых ??=0 совпадает
со знаком числа tq>Ch0); можно выбрать t так, чтобы это

число было отрицательным. Полученное противоречие
доказывает теорему.
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§ 3. Простейшие задачи вариационного исчисления

1. Задача с закрепленными концами. Рассмотрим
задачу об отыскании экстремумов функционала

ь

J(y)-$F{x,V(x), V'{*))** (1)

при условиях
у(а)=А, yib)=B, (2)

Рис. 42.

где А, В — заданные числа. Экстремум ищется в классе

функций yix) <=С{(а, Ъ) (слабый экстремум).
Геометрическая интерпретация этой задачи такова:

среди всех (гладких) кривых у =

= yix), а<:Х<Ь, соединяющих

заданные точки (а, А) и (Ь, В) (рис. 42),
найти ту (те), на который
функционал J(y) достигает экстремума. Эта

задача называется задачей с

закрепленными концами или простейшей
задачей вариационного исчисления.

Функция у = у(х), на которой
функционал J(у) достигает экстремума,
называется экстремалью.

Предположение. Функция Fix, г/, z) дважды

непрерывно дифференцируема, если а<х<Ь, —°° < у, z < °°.

Дадим функции yix) приращение h(x), т. е.

рассмотрим Jiyix) + hix)). Допустимые приращения hix) таковы:

hix) е СЧа, Ь), hia) = hib) = 0, (3)

Последнее следует из того, что копцы кривой
закреплены: yia)=A, yia) + hia) =А, так что h(a) = 0 и

аналогично hib) = 0. Первая вариация функционала Лу)
дается формулой (4), § 2. Интегрируя по частям:

ъ ь

j Fv,h' (х) dx = Fv,h ix) [ - j h ix) -^ Fy,dx (4)

п учитывая (3), получаем

6Ju(h) = j(Fv--jLFv,)h(z)dx1 (5)

где значения Fv, Fv, берутся в точке (х, у{х), у'(х)).
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Лемма (основная лемма вариационного исчисления).

Пусть функция fix) непрерывна на отрезке I = [а, Ь]
и пусть

ь

§f{x)h{x)dx=0 (6)
а

для любой функции Их), удовлетворяющей условиям (3).
Тогда fix) s 0, х е /.

Доказательство. Допустим, что fix) Ф 0, тогда

существует точка х0 е (а, 6) такая, что f(x0) Ф 0; пусть

fix0) > 0, для определенности. Тогда существует
окрестность h = (х0 — б, #о + б) точки ?<> такая, что fix) > 0,
я е Д. Можно считать, что /б лежит внутри интервала
(а, Ь). Построим функцию й0(я) еСЧа, &) такую, что

й0Ы>0, хеД; А0Ы = 0, s§?/e. (7)

Функция

|[(я
—

х0 + б) (ж — х0
— б}]2, а; <= /б|

0, а; ^ h

удовлетворяет условиям (6). Имеем

ь

J / (#) ^о (х) dx = J / (я) /г0 (a:) da; > 0,
а 16

так как fix) > 0, А0(а;) > 0 при х е /б. Это противоречит
условию (6) леммы; следовательно, /(а;) = 0, а;^/.

Замечание. Лемма остается в силе, если условие

(6) выполнено для более узкого класса функций hix),
а именно: функция hix) имеет п ^ 1 непрерывных
производных при х^1 и hU)ia) = hU)ib) = 0, (Х/^тг — 1.

Действительно, как видно из доказательства леммы,

достаточно построить п раз непрерывно

дифференцируемую функцию h0ix), удовлетворяющую условию (6). В

качестве такой функции можно взять, например,

К (*) = {

ho(*) = [0i
[(х — х0 + б) (х — а:0

— б)]2п, з е /б,

Теорема 1. Пусть yix) — экстремаль задачи с за-

крепленными концами (2) для функционала Лу). Тогда
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у(х) удовлетворяет уравнению Эйлера

Fv--LF* = 0> а<х<Ъ, (8)

Доказательство. Если у (х) — экстремаль, то

б/у(А) = 0 для любых допустимых приращений h{x).

Первая вариация имеет вид (5), и из основной леммы

вариационного исчисления следует (8).

Уравнение Эйлера (8) — это дифференциальное
уравнение второго порядка. Действительно,

-gj- Ру (*, У (я), у' (х)) = Fxy, + Fyy,y' + Fv,y,y",

и уравнение Эйлера имеет вид

Ру — Fxy' — Руу'У' ~~ Ру'у'У" = О»

Случай Fyfyt s 0 мы не рассматриваем.
Замечание. Пусть функция F не зависит от х,

т. е. F = F(y, у'). Тогда уравнение Эйлера имеет первый
интеграл

F-y'Fy, = C. (9)

В этом важном частном случае интегрирование
уравнения Эйлера приводится к интегрированию
дифференциального уравнения первого порядка.

2. Задача с одним закрепленным и с одним подвиж-

ньш концом. Рассмотрим задачу об отыскании

экстремумов функционала J{у) при условии

у{а)=А. (10)

Экстремум ищетея в классе функций у(х) <^С1(а, Ь).
Геометрическая интерпретация этой задачи такова: среди
всех кривых у = у(х), а.^х^Ь, которые выходят из

точки (а, А) и оканчиваются на прямой х = Ь (рис. 43),
найти те, которые дают экстремум функционалу J(у).
В этой постановке положение второго конца кривой не

фиксируется.
Теорема 2. Пусть у(х) — экстремаль задачи (10)

для функционала J{y)* Тогда у(х) удовлетворяет
уравнению Эйлера (8) и краевым условиям

у (а) = A, Fy, (Xl у (х), у' (х)) \х=ь = 0. (И)

Доказательство. Пусть уй(х)— экстремаль, и

пусть yQ(x) есть точка минимума, для определенности.
Обозначим у0ХЬ)=В, тогда у0(х) — точка минимума за-
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дачи с закрепленными концами у{а)=А, у(Ь)=В.
Действительно, J(y(x))> J(y0(x)) для любой кривой у{х)
такой, что у(а)=А, а у(Ь) — любое, и потому это

неравенство будет выполняться, если фиксировать #(&). Из
теоремы 1 следует, что у0(х) удовлетворяет уравнению

Эйлера (8). Из (4) следует, что

6JVo(h) = Fy,h(x)\b.

Допустимые приращения
— это функции h(x) класса

СЧа, Ъ) такие, что 1г(а) = 0, в силу (10). Никаких
условий на значение h(b) не налагается, и можно выбрать
функцию h(x) так, чтобы h(b) =И=0. Из условия

0 = 6JyQ{h) = Fv,\x=bh{b)
следует (11).

3. Примеры. Задачи вариационного исчисления

приводят к так называемым краевым задачам для
обыкновенных дифференциальных уравнений. Так, в простейшей
задаче задаются значения у(а)=А и у(Ь) = В на одном

и на другом конце отрезка /=[а, Ы, Семейство решений
уравнения второго порядка зависит от двух

произвольных постоянных: у
= у{х\ Си С2), и для их определения

имеем два уравнения:

у{а\СиСг)=А, у(Ъ\СиСг)=В.

Здесь возможны самые различные варианты: задача

может иметь одно решение, любое конечное число решений,
бесконечно много решений или же может не иметь ни

одного решения. Это связано с

нелокальным характером задачи:

краевые условия ставятся на

разных концах отрезка /, который,
вообще говоря, может быть

«большим». Приведенные ниже примеры
подтверждают эти рассуждения.

Пример 1. Будем искать

наименьшее значение функционала

J(y)=2n\yVl + y'*dx
Рис. 43. а

при условиях (2). Здесь J(y) — площадь поверхности,

образованной вращением кривой у = у(х) вокруг оси х.
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Воспользуемся замечанием к теореме 1; первый интеграл
(9) имеет вид

yVTT7~2-y' л/
уу'

,,
=с,

откуда находим

»"-(*)'-'•
Интегрируя это уравнение, находим

y
= Cch{^- + c).

Такие кривые называются цепными линиями.

Выберем для простоты концы кривой
симметричными относительно оси у, т. е. рассмотрим краевую задачу

у{-а) = yia) = А > 0.

Тогда С = 0, параметр С определяется из краевого
условия

Очевидно, что С>0; так как /(0) = +°°, /(+») = +°°,
то функция /(С) на полуоси 0 0 достигает
наименьшего значения: А0 > 0, и нетрудно проверить, что точка

минимума С0>0 единственна. Следовательно, при А>А0

уравнение /(С) = А имеет два решения Си С2, где 0 <

< d < С«. Имеем

J (у) = 2л J С ch -J- |/"l + -sha -J- dx = 2яС j* ch2 -g- dz=
—О —О

= ncf2a + Csh-^-).
Пусть /г(С) — полученная функция, тогда

h' (С) = 2na(l - ch^j +2яС8Ь-|- =
= 4яа sh2 -J- + 2xiC sh Щ- > 0,,

так что наименьшее значение функционала может дости*

гаться только при С = С2. Проверку того, что функция
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у = С2 ch -уг есть точка минимума, придется отложить до

§ 9, в котором приведены достаточные условия

экстремума. При 4 = Л0 уравнение f(C)=A0 имеет

единственное решение, и соответствующая цепная линия дает
наименьшее значение функционала.

Если 0<Л<Л0, то уравнение /(С) = А не имеет

решений, так что наименьшее значение функционала
J(y) не может достигаться в классе функций из СЧ—я, а).
Этот факт нетрудно объяснить в случае, когда а/А > 1.

Наименьшее значение площади поверхности вращения
будет достигаться на ломаной с вершинами (—а„ А),
(—а, 0), (а, 0), (а, Л), т. е. поверхность вращения

состоит из двух кругов радиусов А с центрами в точках

(±а, 0) и из отрезка [—а, а] оси х.

Пример 2. Пусть в плоскости (х, у)
распространяются световые лучи, скорость света равна с(х, у) и

положительна. Получим уравнения лучей света. Из

принципа Ферма (§ 1) следует, что лучи света — экстремали

функционала

а

(предполагается, что лучи задаются уравнениями у
=

= г/(#), а<:Х^Ь). При выводе уравнений Эйлера удобно
ввести величину п(х1 у) = с0/с{х, у), которая называется

коэффициентом преломления. Здесь с0 — значение

скорости в некоторой фиксированной точке (х0, */о). Имеем
ъ

J(y)=±\n (х, у) ViTT^dx. (12)
°i

Уравнение Эйлера имеет вид

-

* (п vmr* п*у'
п

у,г пу" \

и окончательно получаем уравнение световых лучей
в виде

^-^'-ЧТ7Г=0- (13>



§ 3] ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 345

Пример 3. Пусть скорость с не зависит от х.

Сменим обозначения, заменив у на z, и ось z направим вниз,
как это принято в физике земли и в физике океана.

Уравнение (13) примет вид

¦»ш-

так что

1 + г'» '

— d In с (г) = -y
d In (1 + z'2)t

А
г'г =

с\г)
— 1. (14)

Пусть z — глубина (z = 0 — поверхность океана), c(z) —

скорость звука; в реальных задачах она может не быть

монотонной функцией глубины (рис. 44). Этот пример

Рис. 44.

рассмотрен в [10]. Пусть излучатель звука расположен
в точке О: х = 0, z = z{ > 0; положим n(z) = c(zQ)/c{z).
Пусть луч выходит из точки О под углом ф0, тогда z(0) =
= zu z'(0) = tgcp0 и соотношение (14) принимает вид

2'2 =
п2М

cos2 ф0
-1. (15)

Это уравнение было исследовано в гл. 4, § 5. График
функции z = z{x) заключен в полосе zmln < z ^ 2max и

зЫ — периодическая функция х с периодом
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Таким образом, пучок лучей с углами выхода —а < ср0 <

^ а, а>0 фиксировано, будет расположен в полосе П:

Zmin(a) < z < 2mas(a), если cos2 a < /г2(0); полоса П
называется волноводом.

§ 4. Функционалы, зависящие
от высших производных

Рассмотрим функционал вида

ь

J{y) = \? (*, У (*), / И, . ¦
., ^ И)dx (1)

a

и задачу с закрепленными концами:

у(а) - 40J /(a) = Лt, ..., y(n-!)(a) = Ап-и

»(W-fle, у'(Ь) = В{,..,у^(Ь) = Вп-{.

Предположение. Функция F(,r, z0, zt, .
¦., zn)

n раз непрерывно дифференцируема по совокупности

переменных, если

а < х ^ 6, — °о < 20, Zi, ..., zn < °°.

Выведем формулу для первой вариации функционала
(1). Имеем

ь

&J = Jte + h)-J(y)-$[F{z,y{x) + h(x),...fifi»Hz) +
а

+ hin) (х)) -F{x,y (х), .. ., у"» (a:))] dx =

J! п

- 1 2 *> (г, У (*),..., У<п) (*)) W« И Ас +

? П

a *=°

где 8ft->¦ 0, если Л(ЛЫ -> 0 (0^/<п) на отрезке [а, 6].
Следовательно,

ь п

^v(h) = ^F{k)h^(x)dx.

Допустимые приращения h(x) — это функции, /г раз

непрерывно дифференцируемые на отрезке [а, Ь] и удов-
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летворяющие, в силу (2), краевым условиям

fcW(a) = hw(b) = 0, 0 < к < п - 1. (3)

Интегрируя по частям и учитывая краевые условия (3),
получаем

ъ ъ

J FyWhh (х) dx = (- l)h J А (ж) (-gj)\<W*r
а а

при 0 ^ к ^ л. Поэтому первая вариация имеет вид
* п

Uу (Л) - J Л (*) 2 (- i)"V* (4)

Пусть у(х) — экстремаль задачи (1), (2), тогда 8Jy(h) =
= 0 для любых допустимых приращений h(x)* Из (4) и

основной леммы вариационного исчисления вытекает

уравнение Эйлера

Значения всех производных функции F берутся в точке

U, у(х), у'(х), ..., г/(п)Ы). Следовательно, экстремаль
у(х) должна удовлетворять уравнению Эйлера (5) и

краевым условиям (2).

§ 5. Функционалы, зависящие от вектор-функций.
Принцип наименьшего действия в механике

Рассмотрим функционал
ь

J(y) = ^F(x1y(x),y'(x))dx1 (1)
а

где у (х) = Q/i (х), у2 (х), ..., уп («)).
Предположение. Функция F(z, z/i, i/2, ..., #n,

zu z2, ..., zn) дважды непрерывно дифференцируема по

совокупности переменных в области а^х^Ь,
—«> <

< Z/j < °°, ~°° < Zj < со (; = 1, 2, ..., я).

Рассмотрим задачу с закрепленными концами:

г/(а) = Л, у(Ь) = Я, (2)

где А1 В — заданные n-векторы. Будем искать экстре-
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мумы функционала (1) в классе вектор-функций, которые

непрерывно дифференцируемы на отрезке / = [а, Ы и

удовлетворяют краевым условиям (2). Допустимые
приращения h (х) = (h1 (х), h2(x), .. ,,hn (х)) — зто вектор-

функции, непрерывно дифференцируемые на отрезке / и

удовлетворяющие краевым условиям

h (а) = 0, h (ft) = а. (3)

Теорема. Для того чтобы вектор-функция у {х)
была экстремалью функционала J (у) при условиях (2),
необходимо, чтобы она удовлетворяла системе уравнений
Эйлера

**—аК;-0' *<»<»• (4)

Доказательство. Пусть у0 (х) = (у? (я), у\ {х), ...

*.
•> Уп(%)) есть экстремаль. Рассмотрим функционал J (у)

на вектор-функциях вида (у? (х), ..., у\-г (х), ух (х),
у\+1 (х), ..., Уп(х)) (все компоненты, кроме ?-й,
совпадают с компонентами экстремали #° (х))* Тогда получим

функционал, зависящий от одной неизвестной функции
Уг(х):

ь

Jl (У г) - J F (*, У°1 (*), . .
., У\-1 (*), У г (*), У°г+г (*), . . .

а

..., Уп (я), У?' (ж), . . о у! (*)i •••» Уя (я)) Ас

и задачу с закрепленными концами:

#<(а) =Л<, г/ДЬ) =Ви

Пусть у0 (ж)—точка минимума функционала J (у), для

определенности. Тогда функционал Л (у*) достигает

наименьшего значения при у\ = у? (я) и, в силу
теоремы 1, § 3,

Fy -
*
F , = О

в точке (я, у0(я), у0' (ж)). Так как ?, К i< /г, можно

выбрать любым, то экстремаль у0 (х) удовлетворяет
системе уравнений (4).
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Задача 1. Доказать формулу для первой вариации
функционала J {у):

71 71

ыУ w = Г 2 К --TxFy') h (*> ^+2F л*(х) К-

Задача 2. Пусть функция F не зависит от я, т. е. F =

= F(yi у')- Проверить, что функция

есть первый интеграл системы (4).

2. Принцип наименьшего действия. Сформулируем
этот принцип на простейшем примере. Пусть
материальная точка массы т движется в трехмерном пространстве
в потенциальном силовом поле, и x(t) = ^(t), x2(i),
x3(t)) — положение точки в момент времени t. Введем
функцию Лагранжа L — разность между кинетической и

потенциальнай энергией:

L = T-U. (5)
Таким образом

L = -^- [х\ + х\ + xlj — U (*, хъ х2, х3). (6)

Интеграл
h

S = \bdt (7)
Ч

называется действием. Действие S есть функционал
вида (1):

h

S =
J |Т (z* + x* + X^ ~~~ U ^l Xv Хг" X*J dt,

зависящий от вектор-функции x (i). Зададим значение

x(t) в начальный и конечный моменты времени:

Х (tQ) = #°, X (t±) = X1.

Принцип наименьшего действия
утверждает: материальная точка движется по такой траектории,

которой отвечает наименьшее действие.

Иначе говоря, траектория движения материальной
точки— это та из множества всех кривых я = x(t), t0^.
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^ t ^ ^i> соединяющих точки х° их1, которая дает

минимум функционалу S, так что

8S = 0. (8)

Выведем уравнения движения из принципа
наименьшего действия. Для этого достаточно написать систему

уравнений Эйлера (4) для функционала S. Она имеет вид

dU
"

dU " dU

ИЛИ

тх = — VXU (t, х).

Это классические уравнения Ньютона.

Строго говоря, принцип наименьшего действия в

сформулированной выше форме неверен. Точная его

формулировка такова: траектория движения точки есть

стационарное значение действия, т. е. 65 = 0 на траектории.

Правильнее было бы говорить: принцип стационарного
действия. Но поскольку термин «принцип наименьшего

действия» является общепринятым, мы будем его

придерживаться.

Принцип наименьшего действия справедлив и для

механической системы, состоящей из N точек. Пусть их

массы равны ти т2, ..., mN, координаты в момент

времени равны (х\ (*), х\ (*), х\ (*)) = xk (*), к =1, 2, ..., N

и система обладает потенциальной энергией U\t, х1х..щ
«. .х хп). Тогда функция Лагранжа равна

Действие S определяется по формуле (7), и уравнения
движения Ихмеют вид

mfc#---^ (1</<3, 1<*<Л0.

§ 6. Условный экстремум

Напомним постановку и метод решения задачи на

условный экстремум для функций. Пусть функции/(а?),
g (х)} где х е Д^ непрерывно дифференцируемы в обла-
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стп D cz Rn. Требуется найти экстремум функции / (х)
при условии, что g(x) = 0.

Эта задача решается с помощью функции Лагранжа

Их X) = /(Zi, . .
., Хп) + Xg(xu • •

•, «n)f

зависящей от хи ..., хп и от дополнительного

переменного К, которое называется множителем. Лагранжа. Именно,
точки относительного экстремума определяются из

условия

или, в более подробной записи, из уравнений
dL
_ df dg n dL

_
df . dg п

Точная формулировка такова: если х° — точка

относительного экстремума и Vg (х°) Ф 0, то существует Х0
такое, что dL = 0 при х = #0, Я = Я0.

Поставим задачу на условный экстремум для
функционалов. Пусть

ъ ь

J{y) = \F (х, у, у) dx, K{y) = \G (х, у, у') ds.
а а

Функции Fix, у, z)1 G(x, у, z) дважды непрерывно

дифференцируемы при а < х ^ 6, —оо < у, z < оо.

Требуется найти экстремумы функционала Дг/) при
условии, что

ВД-Z, (1)

где I — постоянная; для определенности рассмотрим

задачу с закрепленными концами

у(а)«Л, у(Ь)=В. (2)

Эта задача с помощью введения множителя Лагранжа X

сводится к задаче на безусловный экстремум для

функционала

ВД-Лу)+Шу).

Теорема. Пусть у(х) — экстремаль задачи на

условный экстремум (1), (2), и пусть 6УКФ0. Тогда

существует число X такое, что у(х) удовлетворяет уравнению
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Эйлера для функционала L(y) = J(y) + КК(у), т. е.

(FV + KGV)-±{FV,+ №„,) = 0. (3)

Доказательство. Пусть у(х)— искомая

экстремаль. Рассмотрим приращения вида h(x) = zji^x) +
+ е2й2(;г), где еь е2 — параметры, функции hu h2
обращаются в нуль при х = а, х = 6. Тогда краевое условие
выполнено, а функция

0(8i, е2) = J(у + &ihi + е2М

будет иметь экстремум в точке ei
= 0, е2 = О при

условии, что Wiei, е2)=0, где xF(8b е2) = К(у + е^ + e2hz) —
— I. Тем самым получена задача на условней экстремум
для функции Ф. Имеем

дФ

,

= f (Fyhh + FV'h'h) dx = bJy (hk)b
a (4)

= 6vK(hh), к = 1,2.
sl=e2=0

Выберем функцию hz(x) так, чтобы 8yK(h2)?=0; это мож-

"?(0Г
но сделать в силу условия теоремы. Тогда —т ^ О

w2

при любом выборе функции hiix), и существует Х = Я0
такое, что dL = 0 при 8i = 0, е2 = 0, А, = Х0, где L =

«= Ф + ^"Ф" — функция Лагранжа. В силу (4) имеем в

точке 8i = 0, е2 = 0, К = ^о

Jl~ = 6yJ(h1) + %6yJ(hl) = 0

для любой функции Ai(a:), равной нулю на концах
отрезка [а, Ь], и из основной леммы вытекает уравнение (3).

Призер. Среди всех кривых у
= у(х) заданной

длины ?,
у(а)=у(Ь)=0,

найти ту, которая ограничивает наибольшую площадь.
Эта задача называется изопериметрическюй. В данном

случае
ъ ъ

J (у) = f У dx, К (у) = J VTT7"' dx.
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Так как F, G не зависят от х, то уравнение Эйлера (3)
имеет первый интеграл (§ 3)

F + \G-y'{Fy, + ),Gy,)=C.

Следовательно,

Vl + y'* Vk*-(y-Cf
откуда находим, что

(х-С{)2+(у-С)2 = \\

Искомая экстремаль — дуга окружности, проходящая

через заданные точки (а, 0), (6, 0).

§ 7. Задача Лагранжа

Рассмотрим задачу: среди всех кривых у = у(х), z=*

— zix), лежащих на поверхности

g(x, у, z)^0, (1)

найти те, которые дают экстремум функционалу
ъ

J(y,z) = j F (*, У> *> У', *') dz. (2)
a

Концы кривых закреплены:

y(a)=Au y(b) = Br, z(a)=A2l z(b) = Sa, (3)

причем, очевидно, точки (а, Л,, Л2) и (ft, 2?4, 2?2)
удовлетворяют соотношению (1).

Предположения. 1°, Функция Fix, у, з, z/, z)

дважды непрерывно дифференцируема по совокупности

переменных, когда а^х^Ь, а остальные переменные

меняются в пределах от —оо до «>.

2°. Функция gix, у, z) непрерывно дифференцируема
по совокупности переменных и

(4Мг)*<О.0>. (4)

если ?
= 0.

При условии (4) уравнение g = 0 определяет
поверхность S в пространстве. Поэтому геометрический смысл

задачи Лагранжа следующий: среди всех кривых, лежа-
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щих на поверхности S и имеющих заданные концы,
найти те, которые дают экстремум функционалу J.

Теорема. Пусть кривая 4: у = у(х), z = z(x) есть

экстремаль задачи Лагранжа. Тогда существует функция
Х(х) такая, что v является стационарной точкой функци-

ъ

онала \ {F + Kg) dx, т. е. выполняются уравнения Эйлера
а

Fy + X(x)gy--?-Fy, = 0,

d (5)

Доказательство. Пусть g = z — у(х, у), т. е.

поверхность 5 задается уравнением

z = q>(z, у). (6)

Тогда /ь — функционал только от одной функции у(х):
ь

J = J F(x,y (ж), ф {x, у {x)), у' {x), cpx {x, у {x)) +
a

ъ

+ ф^ {x, у (.г)) у' (x)) dx = ]G От, у, y') dx

0 = Gv — -fa Gv' = Fy + Fz<py +

+ Fz, {yxy + yyyy') — — Fy, — -^ (Fz,cpy) =*

(так как ^ {Fz,yy) = %-^ Fz, + Fz, {yxy + y^y')}
= ру-4;ру> + Чу{р>-^р>>)==0- (7)

Так как gz
= 1, gy = —фу, то полученное соотношение

можно записать в виде

d d

(8)
Fy^ dx Fv' Fz~-dx~F*

Обе части этого равенства — некоторая функция от х\

обозначив ее — К(х), получим уравнепия (5).
2°. Общий случай сводится к рассмотренному с

помощью следующего замечания; часть экстремали есть
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экстремаль. Действительно, пусть т: У = У^Х\ z = z(x)—

экстремаль задачи Лагранжа (точка минимума, для

определенности), и пусть То— дуга экстремали с концами М,
N. Покажем, что То

— точка минимума функционала

Ji (У> z) = J F (^> У, z> У'» z') dx>

где au bi — проекции точек Ж, N на ось х. Проварьируем
Дугу То* т. е. заменим ее близкой кривой То (с теми же

концами), лежащей па

поверхности 5. Обозначим т, кривую,
полученную из т заменой дуги

Чи на То (рис. 45). Тогда Л^) >
^ЛТо) (т есть точка

минимума). Но в силу выбора т имеем

О ^/Рг)-/(-() =/(То)-^То),
т. е. То

— точка минимума.

Завершим доказательство.

Фиксируем точку М и возьмем

N достаточно близко к М. По

условию (4) одна из

производных gv, gz отлична от нуля в точке М; пусть gz(M)?=0.
По теореме о неявной функции можно выразить z через

(х, у) из уравнения (1), т. е. S будет задаваться
уравнением (6). При этом из (1) следует, что

gy + ^vSz — O (9)

на S. Проведенные в п. 1° рассуждения приводят к

уравнению (7); учитывая (9), снова получаем (8).

§ 8. Функционалы от функций многих переменных

1. Уравнение Эйлера. Рассмотрим функционал

J{u) = J P{xv ...,Хп,Щ-^-9 ...,-^\dx. (1)

Здесь и = и (ж), х = (xv ..., хп), dx = dxx ... dxnf D —

ограниченная область с гладкой границей Г.

Предположения. Функция F(xu ..., хпу и, ии ...

..., ип) дважды непрерывно дифференцируема по

совокупности переменных, когда aiefl U Г2 а переменные
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к, ии ..., ип меняются в пределах от — °° до «>.

Экстремум функционала Ли) ищется в классе функций,
непрерывно дифференцпруемых при х е D [) Г.

При этих условиях первая вариация функционала /
существует; вычислим ее. IkieeM

(2)б/« w =

-it
J (и +*fe) i'=°= I (fuh + % Fv*H)dx-

Точно так же, как и основная лемма (§ 3), доказывается

Лемма. Пусть функция / (х) непрерывна при же

е D U Г и j / {х) h (х) dx = О для любой функции h (#),
Ъ

непрерывно дифференцируемой при х ^ D [) Т и равной
нулю на Г: h (х) | г = 0. Тогда / (х) = 0 б области D.

Рассмотрим задачу от отыскании экстремума
функционала при условии

и (х) \Р = ф (х), (3)

где ф (ж) — заданная непрерывная на Г функция. При
п = 1 это задача с закрепленными концами.

Теорема. Экстремаль и (х) задачи с

закрепленными концами удовлетворяет в обл,асти D уравнению

Эйлера

Доказательство. Допустимые приращения h(х)
обращаются в нуль на Г. Преобразуем выражение (2)

для первой вариации, проинтегрировав по частям:

\hx.FUxdx = —]h-faTPuXidx + \hFuXidxi • • • dxi-xdxi+xdzn.
Ъ

г

d
i

г

г

Тогда получим
_ / п \
Г / ж-* я \

^ d#. (5)

чим

D \ г=1 % 1

Первая вариация в точке экстремума и = и (х)
обращается в нуль для любых допустимых приращений h {х)г
и из леммы вытекает уравнение (4).

Замечание. Как и при тг = 1, уравнение Эйлера
выполняется и при других краевых условиях.
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2. Уравнение колебаний мембраны. Выведем это

уравнение из принципа наименьшего действия (§ 5).
Составим функцию Лагранжа L — T—U, где Т —

кинетическая, U — потенциальная энергия мембраны. Пусть
u(t, х, у) — отклонение точки (х, у) мембраны от

положения равновесия й = 0 в момент времени t. Тогда

Г- ^%u\dxdy,
где р

— плотность мембраны, интеграл берется по

области D, занимаемой мембраной. Вычислим U. Мембрана —
это бесконечно тонкая пленка, которая не

сопротивляется изгибу, но сопротивляется растяжению, причем ее

потенциальная энергия пропорциональна приращению

площади AS мембраны. Следовательно,

U = Г0Д? = ^о j j (]Л + ul + u2y -l)dxdy-
D

—

-j- J J 04 + u\ + ...)dxdy,
D

где многоточием обозначены члены более высокого

порядка малости. Мы рассматриваем малые колебания

мембраны, т. е. величины иХ1 иу малы при всех t\ тогда

L=4 JI (ра* - г°ц* -*>2) dx dlJ
D

и задача о колебаниях мембраны сводится к отысканию

экстремума функционала

'i h

S = ^Ldt = ±§^(pu]-T0u*-T0ul)dxdy.
Уравнение Эйлера (4) принимает вид

dt*
" а

\ дх*
+

ду*

где а = Т0/р > 0. Это и есть уравнение малых свободных

колебаний мембраны {волновое уравнение).
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§ 9. Достаточные условия слабого экстремума

Пусть 5 —банахово пространство, ф(#, h) —
функционал от пары ge В, h^B. Функционал называется

билинейным, ебли он линеен по каждому аргументу при

фиксированном другом, т. е.

<p(ai?i + a2g2, h) = ob|(p(gi, h) + а2ф(#2, h)7

ф(#, oci^i + azh2) = ai(p(g, hi) + сх2ф(#, h2).

Функционал if)(A) = ф(А, h) называется квадратичным.
Пример 1. Функционал

ь

у (h) - 1 J [р (*) fe'2 (*) + Q (*) h* W dx (!)
a

является квадратичным функционалом в пространстве
С*(а, Ь). Здесь Р(х), Q(х) — непрерывные функции.
Соответствующий билинейный функционал равен

ь

Ф (Л Ь) = у j [Р (о?) *' (а?) /г' (я) + Q(x)g (х) h (х)] dx.

а

Если \|эШ — квадратичный функционал, то г|)(Ш =
«= fty(h) для любого ?.

Определение 1. Пусть функционал Лу)
определен в окрестности точки у0^В. Мы скажем, что J(y)
имеет вторую вариацию в точке у0, если его приращение
мооюет быть представлено в виде

д/ г /(Уй + h) - Лу0) = ф1(А) + ф2(А) + о(Ш2) (ИЛИ - 0),
(2)

где cpi(h) — линейный и ф2Ш — квадратичные
функционалы.

Функционал ф2(А) называется второй вариацией
функционала J(у) в точке г/0. Будем писать ф2 {h) =
= &2JyQ (h) или просто 6V. Вторая вариация — это

обобщение понятия второго дифференциала функции. Как и

в случае функций, исследование второго дифференциала
позволяет получить достаточные условия экстремума.

В дальнейшем рассматриваются только функционалы,
имеющие вторую вариацию. Справедлива

Теорема 1. Пусть 6/Уо(А) = 0. Для того чтобы yQ

была точкой минимума (максимума) функционала J(y),
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необходимо, чтобы

VJv0(h)>0 (8»/„0(Л)<0)
для всех допустимых приращений h.

Выведем формулу для второй вариации. Имеем из (2)

при h фиксированном

J(y + th) - J(y) = fcpi(ft) + t\2ih) + oil2) it -+ 0),

так что

<P2(h)=-j-jpJ(y + th)\t^. (3)

В дальнейшем рассматривается функционал
ъ

J(y) = §F(xiy(x),y'(x))dx (4)
а

и задача с закрепленными концами:

у(а) = А, у(Ъ)~В. (5)

Ищется слабый экстремум, т. е. yix) ^СЧа, Ь). Из

формулы (3) находим
ъ

б2/ = i- J [Fyyh2 Or) + 2Fyy,h {x) h! (x) + Fv,y,hf2 (x)] dx.

a

Преобразуем это выражение, проинтегрировав по частям:

ъ ъ ь

2 J Fwh (х) h' (х) dx = § Fyv,dh* (*)=»- J h* (x) ± Fyy,dx.
a a a

Внеинтегральная подстановка обратилась в нуль, так как

hia) = hib) =0. Окончательно получаем выражение ви-

да (1):
ь

6V = 1J [Р (ж) 7Га (а;) + <? (ж) /г2 (ж)] dx,

d W
Р = Fv'v', Q = Fvv — -fa Fvv'-

Если функция Fix, у, z) дважды непрерывно

дифференцируема при a^x^b, —°° < г/, z<°°, то вторая
вариация 6V существует в любой точке yix) ^Clia, Ъ).
В дальнейшем предполагается, что функция Fix, у, z)
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трижды непрерывно дифферепцируема в указанной
области; необходимость этого условия ясна из вида

функции Q (х).
Всюду в дальнейшем предполагается, что 67 == 0 в

точке у
= Уо(х), функция h(x)—допустимое приращение,

т. е. Их) ^С1(а, Ъ) и

h(a) = h(b) = 0. (7)

Лемма 1. Для того чтобы у0(х) была точкой

минимума задачи (5) для функционала /(г/), необходимо, что-

бы выполнялось условие Лежандра

Fy'v' (ъ Уо И* Уо (х)) >°> s е /. (8)

Доказательство. Допустим противное, тогда

существует точка х0, а<х0<Ь, такая, что P(xQ)<0 (па-
помним, что Р = Fyfyf — см. (6)); тогда Р(х0) < —А < 0

на некотором интервале (х0 — б, х0 + 8). Пусть я0 = 0,
для простоты. Положим h6(x) =ф(я/6), где фЫ >0 при
Ы<1, ф(ж)^0 при Ы>1 и ф(х) непрерывно

дифференцируема при всех х. Пример такой функции см. в § 3.
При \х\ <б0 имеем \Q(x)\ <В и потому при б < б0

Ф2(/га)<4-|[-рф'2(|-) + ^2(-|-)]^ =
—6

[1
1 -I

—

ga J ф'2 W dx + В J ф2 (х) dx .

При б -> 0 первое слагаемое в квадратных скобках
стремится к бесконечности, второе

—

постоянно, и потому

ф2(^б) < 0 при малых б > 0,
Лемма 2. Пусть ЫУо (h) = 0 w существует

постоянная О 0, не зависящая от функции h(x) и такая, что

ь ъ

j [Р {х) h'2 {х) + Q (х) h2 {х)] dx^c\ [hf2 (х) + h2 {х)] dx (9)
а а

для всех допустимых приращений h(x). Тогда функция
у0(х) есть точка строгого минимума задачи с

закрепленными концами (5) для функционала J(y).
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Доказательство. По формуле Тейлора имеем

ь

AJb=J (yQ + h) —J (y0) = 4" J [{Fyy + eu) h* (x) +
a4

+ 2 {Fyv, + e12) /г (*) /г' (ж) + (*Vy + e22) h'2 (x)} dx,

где e«-*-0 прпЦ/illct^O. Если ||fe[cx<S0, то |е^<е=*
= е(б0) -^ 0 (б0 -*- 0), так что

ь
I

-у ] (бц/^2 (х) + 2е12/г (г) /г' (х) + е22/г'2 (я)) drc <

<

V

4-J |/i'(*)|+ !*(*)! Ac < е J [fr'2 (а;) + h2 {x)\ Ac,

п потому
ь

Д/ > -|" (С — 2е) j" [V2 (х) + &2 (*)] (fa: >0,
а

если б0 > Q достаточно мало, h(x) Ф 0.

Квадратичный функционал, для которого выполняется

неравенство (9), называется положительно определенным.
Если первая вариация функционала (первый
дифференциал функции) обращается в некоторой точке в нуль,

а вторая вариация функционала (второй дифференциал
функции) Положительно определена, то эта точка

минимума.

2. Квадратичные функционалы. Уравнение Эйлера для

функционала (6) имеет вид

¦E[P*)-Qh-°- (10)

Пусть выполнено усиленное условие Лежандра:

РЫ>0, х^1. (И)

Этого условия недостаточно для положительной
определенности квадратичного функционала.

Пример 2. Рассмотрим функционал
2Я

Ф2 (Л) = J [h'2 (х) - h2 (х)] Ac, h (0) = h (2я) = 0.

Если h(x) = sin (я/2), то <рг(й) = 0.
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Определение 2. Точка с называется сопряженной
с точкой с, если уравнение (10) имеет решение h{x)^0

такое, что Ис) = Ис) = 0.
В примере 2 точки 0, 2я сопряжены, так как

функция h(x) = sin (ж/2) удовлетворяет уравненпю Эйлера
h" + h = 0 и МО) = И2п) «= 0.

Теорема 2. Пусть выполнено условие (11) и

отрезок [а, Ъ] не содержит точек, сопряженных с точкой а.

Тогда квадратичный функционал ф2Ш положительно

определен.
Основная идея доказательства теоремы 2

принадлежит Лежандру и состоит в том, чтобы привести ф2(А)
к интегралу от квадрата функции. Добавляя к интегралу
(6) выражение

ъ

-f |«*М*)Ь8(*))=0х
а

получаем
ъ

ф? №) = 41р [h* + -т
hh'w + {-Чт^ h*\dx*

а

Чтобы выражение в квадратных скобках было полным

квадратом, необходимо, чтобы дискриминант обратился
в нуль, т. е. чтобы функция w(x) удовлетворяла
уравнению Риккати

P(x)w' - ш2 + PU)Q(x) = 0. (12)

Если на отрезке / = [а, Ъ] такая функция существует, то

ь

Фз (h) = 4 J Р И (h' (х) + ^h (x)J dx, (13)
а

так что ф2(А) > 0, если Их) # 0.
Но такой функции w(x) может не существовать.

Уравнение Риккати — нелинейное, и его решение может не

существовать в большом, т. е. на всем отрезке /.
Условие Якоби (отсутствие сопряженных точек на отрезке /)
необходимо для существования такой функции w(x).
Лемма 3. В условиях теоремы 2 существует

решение уравнения Риккати (12), определенное на всем

отрезке I.

Доказательство. Сделаем в уравнении (12)

подстановку w — —z~^i гДе и(я) — новая неизвестная
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функция, тогда

Покажем, что это уравнение имеет решение u0(#),
которое не обращается в нуль на отрезке /; тем самым

функция w(x) будет построена. Пусть и^х)— решение с

данными Коши щ(а) = 0, и} (а) = 1; тогда и{(х) >0, jg/,
хФа, так как на отрезке / нет точек, сопряженных с а.

Рассмотрим решение и0(х) с данными Коши и0(а) = 8 > О,
ио (а) = 1> где 8 достаточно мало. Так как и{(х)>0 при
х ^ /, х?=а, то по теореме о непрерывной зависимости

решения от начальных данных и0(х) > 0, х е /.

Завершим доказательство теоремы 2. Прежде всего

покажем, что

<р2Ш>0, Мх)Ф0. (14)

Действительно, ф2Ш^0, в силу представления (13), и

если ф2(Ао)=0, то на функции h0(x) функционал ф2Ш
достигает наименьшего значения. Поэтому функция h0(x)
удовлетворяет уравнению Эйлера (10). Из представления
(13) и условий Р(х) > 0, ф2(Л0) = 0 следует, что

h'° № +
ТЩ h° & — °' х е 7'

и потому h0(a) = 0, h0(a) = 0. По теореме единственности
hQ(x)^0. Отсюда следует, что если е >0 достаточно

мало, то
ь

<pAh)>-Y§h'\x)dx. (15)
а

Действительно, Р(х) > г > 0 при х е Д так что для

функционала
b

Фа (/г) = 4 J КР W - 8))/г'2 ^ + <? Ф А* W] d*
а

условие (11) выполнено. Ему отвечает уравнение Эйлера

Покажем, что это уравнение имеет решение,
положительное при x^L Пусть 1ге(х)—решение, отвечающее

данным Коши й8(я) = 0, h6(a) = l. Так как hQ(x)>0 при
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х ^ 7, х Ф а, то по теореме о непрерывной зависимости

решений от параметра he(x) >0, а<х*^Ь, если 0< 8 <

< е0, е0 мало. Фиксируем е > 0 и выберем 6 > 0

достаточно малым, тогда решение, отвечающее данным Коши

/г(а) = б, /&'(а) = 1, будет положительным при х^1. Из

доказательства леммы 3 следует, что ф2Ш >0, к(х)Ф0
и так как

ь

Ф-2 {h) = Ф2 (h) + ~y\ h'1 (х) dxi
а

то (15) доказано. Остается установить неравенство (9).
Так как h(a) = О, то

X

h (х) = j К (0 dt;
а

(х
\2 х х

J h' (t) dtJ < j l2 if j й'г (i) di <
a J a a

Ь

< (6 - a) J &'2 (д) &
a

по неравенству Коши — Буняковского и потому

ь ь

Г К"1 (z) dx > {b ^ a)2 j h2 (x) dx.
a a

Отсюда следует, что если выполнено неравенство (15),
то выполнено и неравенство (9).

3. Достаточные условия слабого экстремума. Из
леммы 2 и теоремы 2 следует

Теорема 3. Рассмотрим задачу с закрепленными

концами (5) для функционала (4). Пусть первая

вариация б/у0 (К) = 0 и выполнены условия:

1°. Fv,y, (х,у0(х), у'0{х))>0, а<я<6
(усиленное условие Лежандра).

2°. Отрезок [а, Ъ] не содержит точек, сопряженных
с точкой а (условие Якоби).

Тогда функция у0(х) есть точка минимума
функционала J(у).
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Пример 3. Рассмотрим задачу об отыскании

минимума функционала
а

J (у) = 2я j у VTPpdx, у(-а) = у(а) = А>0.
—а

В § 3, пример 1, показано, что минимум может

достигаться только на функции у0 {х) = C2ch g-r где Сг — наи-

9

больший корень уравнения

f{C) = Cch? = A.

Функция f(C) достигает наименьшего значения на

полуоси С>0 в точке С0; предполагается, что A>f(C0).
Выпишем уравнения Якоби. Используя тождество

1А + у'о2 = г» нах°дим

Р = Fyfyf =
2ку0 2пС\

vy

(ИЧ2)3/2~ У\
%

и усиленное условие Лежандра Fy,y, > 0 выполнено.

Уравнение (10) имеет вид

«®'+($'*-*
Это уравнение имеет динейно независимые решения

h± = sh ?-, h2 = ch ^- — ^- sh ^-.
2 2 2 2

Решение
Л(ж) = КШ^х) + Ыа)Мя) (16)

обращается в нуль при я; = —а. Покажем, что h(x) Ф 0

при —а<х^а, тогда из теоремы 3 последует, что у0(х)—
точка минимума. Имеем

/'(С) = ch?(i-?th?), f (С) = ^ch?>o,
так что /'(С)<0 при 0-<С<Со, /'(С) >0 при С>С0;
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в частности, f'(C2) > 0. Имеем

Так как //(С2)>0, то /г/Ы >0 при
—а<я<0 и потому

h(x)>0 при —а<х<0. Пусть 0<х<а, тогда второе
слагаемое в (16) положительно, так как /'(С2)>0. Далее,
так как аС2/х > С2, то

и первое слагаемое в (16) положительно, так что h(x) >0

при 0 < х < а.

§ 10. Дополнительные сведения
из вариационного исчисления

1. Задача Лагранжа. Рассмотрим функционал

^(*) = \j{t,x{t),x{t))dt, (1)
to

зависящий от вектор-функции x(t) = (хх (?), ..,, хп (t)).
Предположение 1. Функция /(?, хи ..., хп, уи ...

..., уп) дважды непрерывно дифференцируема по

совокупности переменных при U^t<,tx и при всех хи ...

• •
•» хп, f/i, ..., уп.
Поставим задачу об отыскании минимума

функционала (1) при условиях связи

gi (*, х, х) = 0, i = 1, ..., к, (2)

и с закрепленными концами

x(t0) = x°, xQJ^x1, (3)

где gu ..., gk
— заданные функции. Эта задача

называется задачей Лагранжа.
В столь общей постановке задача Лагранжа

оказывается крайне сложной. Мы рассмотрим два важнейших

частных случая.

1°. Пусть к < п, функции gu ..., gh не зависят от х,

т. е. условия связи имеют вид

gl{t1x) = 0l..ugh{tlx)-Q. (4)
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Такие связи (т. е. не зависящие от производных)
называются в механике неголономными\ связи вида (2), т. е.

зависящие от производных, называются голономными.

Рассмотренная в § 7 задача есть частный случай задачи

(1), (4), (3) при гс = 2, & = 1. Дифференциальные
уравнения для экстремалей можно получить, введя

функцию Лагранжа
k

L = f{t,x,x) + 2 Pdt)gi(ttx),

где Piit), ..., pn(t) — неизвестные функции (множители
Лагранжа). Если кривая х = х (t) есть экстремаль, то она

удовлетворяет системе уравнений Зйлера для функцио-
h

нала J Ldtl т. е.

'о

Lxi-dfL'Xi = °> *«1, ...,я.

При этом предполагается, что функции #*(?, хи ..., хп)
непрерывно дифференцируемы по совокупности

переменных при to^t^ti и, для простоты, при всех хи ..., хп

и что ранг матрицы Якоби gx{t,x) = ( -^• J, КК к,

l^j^n, максимален, т. е. равен к во всех точках {t,x),
которые удовлетворяют системе (4). Мы не будем
останавливаться на этом случае более подробно и перейдем
к рассмотрению такого варианта задачи Лагранжа,
который непосредственно связан с задачами оптимального

управления.

2°. Пусть систему (2) можно разрешить относительно

производных хи f.., хп. Тогда мы получим соотношения

вида

# = <р(?, х, и),
'

'

где ф = (ф1? ..
м фп), и = (иг ..., ит). Поясним, почему

получаются такие соотношения при п = 2, к = 1. Пусть
х~ (#, */), тогда уравнение связи имеет вид

gtt, х, у, i, */) = 0. (6)

Фиксируем t, х, у; тогда уравнение (6) определяет,
вообще говоря, кривую на плоскости (х, у). Ее

параметрическое уравнение имеет вид # = ф(и), г/
= я|)(и), где и —
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параметр вдоль кривой. Изменяя ?, х, г/, получаем

i = cp(?, х% у, и), z/
= il)(?, х, у, и).

В общем случае система из к уравнений (2) с 2п + 1
неизвестными определяет, вообще говоря, многообразие
размерности т

= 2л + 1 — к в пространстве с координатами t,
#i, . *., #7i, ?i, ..., хп. Достаточные локальные условия,

при которых это утверждение справедливо и

многообразие задается уравнениямп вида (5), см. гл. 2, § 10.
Итак, рассмотрим задачу об отыскании минимума

функционала (1) при условиях связи (5) и с закрепленными

концами (см. (3)). Так как, в силу (5), производные х

явно выражаются через переменные t, х, и, то

подынтегральная функция в (1) зависит от переменных t, х, и.

Поэтому естественно обобщить задачу, рассмотрев
функционал вида

*1

/ (х, и) = J / (*, х{1),и («)) dt. (7)
и

При этом число т может быть любым, а переменные

uh ..., ит изменяются в некоторой открытой (что

существенно!) области U в пространстве Д«п. Переменные х

называются фазовыми, переменные и — управлениями.

Задача об отыскании минимума функционала (7) при
условиях связи

х = ф (?, х, и)

и с закрепленными (по х) концами х (t0) = х°3 х (?х) = х

также называется задачей Лагранжа.
Предположение 2. Функция f(t,x, и) и вектор

функция ф (t,x, и) непрерывно дифференцируемы по

совокупности переменных U, хи ..., хп, uh ..., ит) при
U < t ^ tu bsPh при всех х е Rn.

Введем функцию Лагранжа

L = KQf (t, х,и) + {р (*), х — ф (*, х, и)). (8)

Здесь Ко > 0 — постоянная, p{t) = (piit), ..., pm(t)) и

(р, х—ф)— скалярное произведение этих векторов, т. е.

т

^Pi(^i— Фг)» Величины Я0, Pt(t), ..., /?тШ называются

множителями Лагранжа.
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Теорема. Пусть пара вектор-функций (x(t),u(t))
есть точка локального минимума задачи Лагранжа. Тогда
существуют множители Лагранжа Х0, Pitt), .,., pm(t), не

равные нулю одновременно и такие, что пара (х, и)
удовлетворяет системе уравнений Эйлера для функционала

S = J Ldt1 m. е.

LUj = 0, 1 = ix...xm. (10)

Доказательство этой теоремы см. в [2]. Метод
множителей Лагранжа оказывается применимым и к задачам

со связями вида (5).
Замечание 1. Поясним появление «лишнего» (ср.

§§ 6, 7) множителя Лагранжа К0 на примере: найти

экстремумы функции f(x) при наличии связи g {х) = 0,
где х е йп, /, g — гладкие функции. Покажем, что если

х° — точка экстремума, то существуют множители

Лагранжа Я0, А.1, не равные нулю одновременно и такие,
что в точке экстремума х° имеем V\L = 0, где L —

функция Лагранжа: L = K0f (х) + Х^ (х). Пусть Vg (х°) Ф 0;
тогда можно положить Х0 = 1, а существование
множителя Kt известно из анализа [30, 39]. Если meVg(x°) = 03
то МОЖНО ДОЛОЖИТЬ Хо = 0, Ki = 1.

Замечание 2. Приведем нестрогий вывод
уравнений (9) в простейшем случае п = 1, пг — 1. Функционал
и условие связи имеют вид

)
J (хг и) = J / (?, х, и) dt, х = ф (t, х, и).

Допустим, что из уравнения связи можно выразить и

через остальные переменные: u = h(t, х, х). Тогда
получим функционал, зависящий только от одной
функции x{t):

JL (х) = J F (tx x, x) dt, F (tx xx x) = / (tx x5 h (t, xx x))
4

и простейшую задачу вариационного исчисления. Экстре-
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маль х~хШ этого функционала удовлетворяет

уравнению Эйлера Fx—-^-F.=Qt т.е.

Дифференцируя тождество i = cp(?, х, hit, х, х)) по х и

по х, находим

ф* + фийх = 0, ФиА- = 1»
х

и уравнение Эйлера принимает вид

/.-Ф«-?--5-(-?)-°-
Положим Л,о = 1, /? = /и/фи, тогда получим из этого

уравнения систему

fx-pq>x-p = 0, /и -/wp« = 0,

которая совпадает с системой (9), (10).
2. Гамильтонова форма уравнений механики.

Напомним принцип наименьшего действия (§ 5). Пусть
положение механической системы в момент времени t

задается вектор-функцией х {t) = {x1 (t), ..., хп (?)), и L (t, х,х)—
функция Лагранжа этой системы. Тогда уравнения
движения системы определяются из условия 65 = 0, где S —

действие:
h

S(x) = ^L (t, х, х) dt, (И)
h

и имеют вид

L*i"3Kf-0' «-I.---.». (12)

Функции
dL (t, X, X) . .

,,0ч

Рг =
— L, i = i,...xn% (13)
dxi

называются в механике обобщенными импульсами. Если

материальная точка массы т движется в трехмерном
пространстве в потенциальном поле с потенциальной энергией

xi} х2, х3), то функция Лагранжа равна

L = ^r{xl + х\ + xl) — U (*, xv х2, х3). (14)
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В этом случае pi
— тх^ т, е. обобщенные импульсы

совпадают с импульсами.

Функцию Лагранжа L можпо рассматривать как

функцию от координат хи ..., хп (обобщенных) импульсов

ph ..., рп и времени t. Действительно, рассмотрим
соотношения (13) как систему уравнений относительно

неизвестных хи ..., in, считая известными координаты хи ...

..., хп, импульсы ри ..., рп и время t. По теореме о

неявной функции (гл. 2, § 9) из этой системы п уравнений
с п неизвестными можно локально выразить хи ..., хп

через известные величины, если отличен от нуля

следующий определитель:

det/4^7-Wo, 1<?, j^n.
[dx.dxj

В дальнейшем предполагается, что это условие выполнено

и все последующие рассмотрения посят локальный

характер. Тогда функцию Лагранжа L можно рассматривать
как функцию от t, х и р =* (рг, ..., рп).

Введем функцию Гамильтона

H=-L+ %xiPi, (15)
i=l

где Я, х{, L рассматриваются как функции от t, х, р,
и выясним, как преобразуются уравнения движения (12)

при переходе к этим перемепным. Вычислим d#,
используя инвариантность первого дифференциала относительно

выбора независимых переменных. Имеем

dH = ^Ldt + ±§-dXi + ±^LdPis (16)
i=l ь i=l ^

п
#

п

dH = —dL + 2 Pidii + 2 Zidpi. (17)
i=l i=l

Дифференциал dL равен

i=l г i=l oxi

и в силу (13) это выражение равно
п п

dL = -^-dt + 2^dxi + %рМ. (18)
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При подстановке (18) в (17) члены, содержащие d?i,
взаимно уничтожаются, и мы получаем

п п

dH = —— dt — 2 -JT dXi + 2 xidP*
i=l г i=l

Сравнивая это выражение с (16), получаем

dt
¦"

0* ' 5а;.
~~

^' 5р.
~" Х{*

Используя эти соотношения, уравнения Эйлера (12)
можно записать в виде

*i
= 4f~' Pi=—-bT> i = l, 2, ...,/г. (19)

Эта система из 2п уравнений первого порядка,
эквивалентная системе (12), называется канонической (или га-

мильтоновой) системой уравнений. Всякому функционалу
вида (11) отвечает каноническая система уравнений.

Поясним механический смысл функции Гамильтона на

примере частицы, движущейся в потенциальном поле.

Функция Лагранжа имеет вид (14), так что Pi
= mxu и

из (15) находим
з

Н =
Ы2 Pi + U (*1> **' *з)-

г=1

Функция Лагранжа L есть разность между кинетической
Т и потенциальной U энергией механической системы;
в данном примере Н = Т + U, т. е. Н — полная энергия
системы. Такой же смысл имеет функция Гамильтона для

произвольных механических систем. Напомним, что если

Н не зависит от t, т. е. Н=Н(х, р), то Н — первый
интеграл системы (19) (гл. 4, § 4), так что вдоль фазовой
траектории {x(t), р (t)} функция Гамильтона постоянна.

3. Задача с подвижными концами. Рассмотрим
функционал вида (1), зависящий от одной неизвестной

функции x(t), и поставим задачу об отыскании его минимума

при условии, что один конец кривой x = x(t) фиксирован:
хЪ0)*=х°, а второй лежит на заданной гладкой кривой у:
x = g(t). При этом верхний предел интегрирования в

формуле (1) не фиксирован.
Пусть x(t) — экстремаль поставленной задачи и х{

=

ea;(?i) — ее второй конец. Тогда x(t) — точка минимума
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задачи с закрепленными концами: xit^—Xo, xiti)=xh
и потому xit) удовлетворяет уравнению Эйлера и

краевому условию xit0)=x0. Найдем краевое условие на

втором конце кривой. Дадим xit) приращение hit) и

рассмотрим приращение функционала:
tx+6t tt

А/ = J / (t, х + /г, х + h) dt — j / (t, x, x) dt =

= J [/ (*, x + /i, x + h)-f {t, x, x)] dt +

tx+6t

+ j f{t,x + h,x + h) dt =

4

где многоточием обозначены бесконечно малые высшего

порядка. Из тождества

xit, + St) + hit, + 8t) = git, + 8t)

следует, что hit,) = igit,) — xit,) + e)6?, где 8 —- бесконечно

малая, и окончательно получаем следующую формулу
для первой вариации функционала /:

6J = [f + f.(g-'x)]^h8t.
Мы учли, что xit) удовлетворяет уравнепию Эйлера.
Краевое условие на втором конце кривой x = xit)
принимает вид

/ + /•(?-*) = 0 (20)
X

и называется условием трансверсальности. Это условие
можно представить в иной форме. Введем импульс р = }'х
и функцию Гамильтона H = —f + px (см. (13), (15)) и

заметим, что вектор е = (1, g (t)) касается кривой f.
Условие (20) означает, что вектор (—#, р) ортогонален
вектору е, т. е. что вектор (—#, р) ортогонален кривой f
в точке it,, х,). В такой форме условие
трансверсальности легко обобщается на многомерный случай. Рассмот-
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рим функционал (1), где х {t) — вектор-функция, и

поставим задачу об отыскании минимума этого функционала
при условии, что один конец кривой х = х (t) закреплен:
х (t0) = ж0, а второй лежит на гиперповерхности 7 в

пространстве Щ%11 заданной уравнением

g(t,x) = 0.

Введем аналогично (13), (15) импу^сы Pi = J - и функцию
хг

Гамильтона Я = —/+(р, х). Тогда условие
трансверсальности означает, что в точке (tv х{Ь±)) (т. е. на втором
конце экстремали) вектор (—Я, ph ..., рп) ортогонален
к у. Поскольку вектор Vg=(gh gXl, ..., gXn)
ортогонален к к в указанной точке, то оп коллинеарен вектору

(—Я, ри ..., рп) и условия трансверсальности можно

записать в виде

-:*—-•••--?" (21)

Условие трансверсальности в указанной выше форме
сохраняется и в том случае, когда второй конец кривой
Y лежит не на гиперповерхности, а на многообразии
меньшей размерности. Рассмотрим следующий пример: пусть

x(t0) = x°, x(t1) = x1, причем фиксированы значение t0

и точки х°, ж1; значение tt не задается. Это означает,
что второй конец экстремали лежит на прямой I в

пространстве #?л\ заданной уравнениями х1 = х\, ..., хп =

= Хп, —°° < t < <». В этом случае условие

трансверсальности имеет вид

H(tvx(tJ, p{h)) = 0, (22)

так как направляющий вектор прямой I равен (1, 0, ...

...,
0).

§ 11. Принцип максимума Понтрягина

1. Постановка задач оптимального управления. Пусть
имеется некоторый объект, состояние которого в момент

времени t определяется заданием вектор-функции х (t) =
= (хг (?), ..., xn(t)). Предполагается, что движением

объекта можно управлять: управляющие параметры
обозначим (иг (I),..., um (t)) = u(t). Движение объекта описыва-
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ется системой дифференциальных уравнений
dx.

-? = fi{t,x{t), u{t)), i = 1, ...,«,

или в векторной форме

TJ- =/&*(*), u(t)). (1)

Примером управляемого объекта может служить любое

транспортное средство (автомобиль, поезд и т. д.); его

движение описывается уравнениями классической

механики, но помимо внешних сил (сила земного тяготения,
силы трения и т. п,) на него действуют также силы,

управляемые человеком.

Рассмотрим функционал

J(x,u) = $f0{t,x(t),u(t))dt (2)
*0

и задачу с закрепленными концами

х (*0) = х\ х (*х) = х1. (3)

Задача оптимального управления состоит в отыскании

минимума функционала (2) при условиях (1), (3), но для

ее точной постановки необходимо еще описать класс

допустимых управлений.
Будем предполагать, что управляющие параметры

Mi, ..., ит меняются в некотором замкнутом

ограниченном множестве U в пространстве Я™. Примером такого

множества может служить /тг-мерный параллелепипед
I щ\ ^ и?, i = 1, ..., m. Эти ограничения накладываются
самим существом задачи (например, мощность двигателя

uit) не может превосходить некоторой величины: 0 ^

Предположение. Функции /0(?, х, ю), /х (?, #,

и), ..., fn{ti х, и) и их частные производные по

переменил
ным х: -г-, j = 0 1, ..., щ j = 1, ..., щ непрерывны при

ОХх

Допустимым управлением называется вектор-функция
и (t) со значениями в множестве U, которая кусочно

непрерывна при t0^t^ti. Это означает, что имеется

не более конечного числа точек разрыва вектор-функции
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и (t) при tQ ^ t < tt и в каждой точке разрыва t%
существуют конечные пределы слева и справа:

lim и (t* — т) = и (*„ — 0), lim и (*# + т) = и (*# + 0).
т->+о т-»+о

Вектор-функция x(t) предполагается непрерывной и

кусочно гладкой при to^t^ti.
Основная задача оптимального управления

формулируется следующим образом: среди всех допустимых
управлений и (t) найти такое, для которого функционал / (#, и)
принимает наименьшее возможное значение, при
условиях (3). Пара (x(t), u(t)), на которой достигается этот

минимум, называется оптимальным процессом.
По внешнему виду эта задача близка к задаче Лаг-

ранжа (см. § 10, (5), (7), (3)). Но имеются следующие

важнейшие различия: множество U — не открытая

область, как в § 10, а замкнутое ограниченное множество,
и допустимые управления

— не гладкие, а кусочно

непрерывные вектор-функции. Уже простейшие примеры

показывают, что оптимальное управление может не быть

непрерывным.
Важным примером задачи оптимального управления

является задача о быстродействии. Пусть заданы две

точки ж0, х1. Требуется за наименьшее время перевести

объект из точки х° в точку х1. В этом случае / (#, и) =
= ?i —10, так что /о (t, х, а) = 1. Это не задача с

закрепленными концами: начальное и конечное времена t0l tt
не фиксируются; они зависят от выбора управления u(t).

Теория оптимального управления была создана в конце

пятидесятых годов нашего столетия. В этом параграфе
приведены некоторые из основных результатов этой

теории, принадлежащие Л. С. Понтрягину и его ученикам и

изложенные в монографии [42].
2. Необходимые условия экстремума. Рассмотрим

задачу оптимального управления (1), (2), (3). Введем
функцию Понтрягина

Н (*, х% и, р, Х0) = (/?, / (*, х, и)) — л-о/о (*. я, и), (4)

где Яо > 0 — число, р = {р1 {t)% ...xpn (t)) и (рг /) — скаляр-
п

ное произведение 2 Pih» Переменные pt, ..., рп назы-

г=1

ваются импульсами. Наряду с функцией Н рассмотрим

функцию
М {t± хх р, %0) - sup Н (tx хх и, рх Я0). (5)
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Теорема (принцип максимума Понтрягина). Пусть
\x(t), u(t))—оптимальный процесс для задачи (1) — (3).
Тогда существуют не равные нулю одновременно число

Я0 и вектор-функция p(t) такие, что:

1. Вектор-функция p(t) удовлетворяет системе

'Pi=-Hxv *-1,...,л. (6)

2. Функция H(t, x(t), и, p(t), Х0) переменного »sf/

достигает в точке а = и (t) максимума при любом t е
е [t0l tj, т. е.

ff(^(o,?(t),p(*)ae)e
- suptffo x(t), и, p{t), Л0) = M{t, x(t)p(t), Ко). (7)

и=С7

*

Из (4) следует, что х\ = HV{, так что х{, р{

удовлетворяют системе уравнений

хх = Яр., р{ = — НХ{, i = 1, ..., п. (8)

По форме эта система гамильтонова (см. § 10, (19)). Но
в отличие от гамильтоповой системы она незамкнута, так

как содержит 2п уравпений и 2п+т неизвестных хи ...

• .
., #п, /?i, . .

., Рт Uiy . .
,,

Um,

Необходимые условия экстремума в задачах
классического вариационного исчисления формулируются в виде

дифференциальных уравнений для экстремали. В задачах
оптимального управления помимо дифференциальных
уравнений возникают «недифференциальные условия»

—

см. (7). Необходимые условия экстремума для задач
классического вариациоппого исчисления можно вывести из

принципа максимума Понтрягина.
Приведем формулировку принципа максимума,

связанную с задачей об оптимальном быстродействии.
Рассмотрим автономную систему

x=f{x, и), (9)

где х = (х19 <.., хп), и = (uv ..., ит), f = (Д, ..., /п),
и функционал

h

J (Xl и) = J /0 (х, и) dt. (10)
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Фиксируем точки х°, х1 s йп, момент времени t0 и

поставим задачу об отыскании наименьшего значения

функционала / (#, и) при условиях

x(tQ) = x\ x{t1) = x1. (11)

Такая постановка аналогична задаче с подвижными

концами: в пространстве Д?,^1 начало (?0, х°) кривой х (t)
фиксировано, а ее конец лежит на прямой х = х1,
—оо <t< «\

Необходимое условие оптимальности процесса [х (t)^
u(t)) формулируется в терминах функции Понтрягина
(4) и имеет следующий вид:

1. Должны выполняться условия (6), (7).
2. В конечный момент времени t = ti выполняется

соотношение

М(^^),р(ОДоЖ = 0. (12)

Доказано, что из условия 1 вытекает, что функция
M(t, x(t), p(t), %0) не зависит от t, так что условие (12)
можно проверять для любого момента времени t^[tQi *J«

В задаче об оптимальном быстродействии /0 = 1, так

что слагаемое Я0/о в (4) постоянно, и его можно опустить,
взяв функцию Н в виде

#(*,*,p,i0 = 2pi/i. (13)
i=i

Тогда условие (12) примет вид

2pi(«)/i(S(0,S(o)-^>o. (14)
<=i

Проиллюстрируем принцип максимума Понтрягина
на простейшем примере [37]. Рассмотрим уравнением = и,

где и — управляющий параметр, М<1 (т. е. множество

У —отрезок [—1, 1]). Параметр и можно рассматривать
как силу, действующую на материальную точку массы

/?г = 1. Это уравнение можно записать в виде автономной

системы

Xi
= #2, Х2 == и. \15/

Рассмотрим задачу о быстрейшем попадании из заданной
точки (г/j, у2) в начало координат (0, 0). Функция
Понтрягина имеет вид

Н = рххг + рги.
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Импульсы ph р2 удовлетворяют системе уравнений

Pt
= 0, р2

= -/?!,

откуда следует, что pt = ci9 /?2
= с2

— CJ, где с1? с2 —

постоянные. Так как p^t) = const, то

max Н = р±х2 + max р2и
= рхх2 + \ р2|,

т. е. максимум достигается при М = 1, и sgnu(?) =
= sgn/?2U). Следовательно, оптимальное управление u{t) —

кусочно постоянная функция, принимающая значения ±1.

Если и = 1, то из системы (15) находим

t2
х2 = t + а2, х± = у + а2? + alf

так что фазовая траектория
—

дуга параболы

хх = -^х1 + сг (16)

где с — постоянная. При и = —1 уравнение фазовой
траектории имеет вид

Ч
= -\*\ + с\ (17)

где с7 — постоянная. По параболам (16) точка движется

снизу вверх, так как i2 = u = l, а по параболам (17)—

сверху вниз, так как х2
= и = —1. Поскольку функция

p2(t) — линейная, то она имеет не более одного нуля;
следовательно, u(t) — кусочно постоянная функция,
имеющая не более двух интервалов постоянства. Рассмотрим
кривую ^, состоящую из двух «половинок» парабол вида

(16), (17), проходящих через начало координат: xL =

Если начальная точка (г/i, г/2) леядаг на *\л то либо
и == 1 (при г/2 > 0), либо и = —1 (при */2 < 0), и искомая

фазовая траектория — дуга кривой у. Если начальная

точка (уи у2) лежит выше кривой *у, то вначале u(t) =— 1
и точка движется по параболе вида (17) до точки ее

пересечения с у. Затем происходит «переключение», т. е.

u(t) становится равным 1 и точка движется по кривой ч
к началу координат. Аналогично исследуется случай,
когда точка (у{, у2) лежит ниже кривой f.

Согласно принципу максимума, только описанные

выше траектории могут быть оптимальными. В этом примере
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для каждой начальной точки такая траектория
существует и единственна. Но тот факт, что она реализует

минимум функционала, нуждается в проверке.

Сформулируем теорему, которая позволяет осуществить эту

проверку. Рассмотрим задачу о линейных оптимальных

быстродействиях: система (1) имеет вид

-g = Ах + Ви. (18)

Здесь А, В — постоянные матрицы порядков (п X п),
(пХт) соответственно. Пусть область управления U —

замкнутый ограниченный выпуклый многогранник, w —

вектор, направление которого совпадает с направлением
одного из ребер многогранника U. Требуется, чтобы

векторы Bwr АВъо, ..., An~1Bw были линейно независимы.

Теорема [421. Если для процесса, который
описывается системой (18), существует допустимое управление,

переводящее точку х us точки х° в точку х1х то

существует и оптимальное управление.
В рассмотренном выше примере (см. (15)) допустимое

управление, переводящее точку (yh уг) в точку (0, 0),
существует. Многогранник U есть отрезок [—1, 1], так

что w — скаляр, w ?* 0. Имеем Bw = (0, w), ABw =* (u>, 0)
(эти векторы — столбцы), так что Bw, ABw— линейно

независимые векторы, и в силу теоремы построенные
в примере управления являются оптимальными.



ГЛАВА 7

АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ

ОБЫКНОВЕННЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

§ I. Эвристические соображения

Рассмотрим уравнение второго порядка

у" -k2q(x)y = 0 (1)

на конечном отрезке /=[а, Ы. Будем предполагать, что

к > 0, функция q(x) вещественна, строго положительна
и бесконечно дифференцируема при х е /.

Нас интересует поведение решений уравнения (1) при
k -*¦ +оо# Такого рода задачи возникают в самых разных

физических задачах, в частности, в задачах о

распространении звуковых, электромагнитных, упругих волн и

в квантовой механике.

Если q
— постоянная, то уравнение (1) имеет два

линейно независимых решения t/i,2=? qx» Будем искать

решение в виде экспоненты, умноженной на ряд по

степеням 1/к:

у = е
kS(x) Uo И + г ai и + + ^гМ*)+ ..

Сходимость ряда мы пока что обсуждать не будем.
При вычислениях удобнее искать у в несколько ином

виде:

У = ехр Аа_1(*) + а0(*) +
L о

Сделаем подстановку

тогда для w получим уравнение Риккати

w' + w2 = k2q(x).

к 't-

= w,

.jdtl

(2)

(3)

(4)
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Имеем из (2), (4)
а (х)

w = ка-г {х) + а0 (х) + —х~ + .. ¦

Подставим это выражение в (4):

A2aii (х) + к [2а0 (х) а_х (х) + а'_! (ж)] + ...
= k2q (х)

и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях к:

а2_! (х) = q{x), 2a_j (я) а0 (х) + а'_х (ж) = 02

Отсюда находим

a-i (ж) = ± /?Й, а0 (ж) = — |^у, ...

(а0(#) не зависит от выбора знака корня), и можно затем

последовательно найти осДя), a2(#), ... Подставляя в (2)
и учитывая, что

S{x)-±§ Vmdt^xp^^dtj-
= С ехр [- -J- In g (*)] = С (g (я))"1'4,

получаем (с точностью до Oik*1)) два приближенных
решения

#i,2 (х) « ?~1/4 (ж) ехр ± A Kg (0 d*[±ftj /?! (fc_* + со). (5)

Выбор нижнего предела интегрирования несуществен, так

как его изменение приводит к умножению решения на

постоянную. Выпишем еще

1 д'{х) 5 (д'(х)?
(я (*))8/fc 32

(я (*))5
гу М — JL ? W ° <<? WJ /fixttl W 8 /„л^»/*

"

32 (п(хъь/*
W

(это отвечает выбору -fVg в экспоненте).
В последующих параграфах эти формальные

соображения будут строго обоснованы.
Асимптотические формулы вида (4) носят название

ВКБ-приближение (по именам Г. Вентцеля, Г. Крамера,
Л. Бриллюэна, которые получили эти формулы в 1926 г.

в связи с задачами квантовой механики), или

коротковолновое приближение. Эти формулы широко применяются
в задачах акустики, электродинамики, теории упругости,
квантовой механики и других.
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§ 2. Основные оценки

1. Преобразование уравнения. Рассмотрим уравнение

y"-Q(x)y = 0 (1)

на интервале /= (а, Ь), а< Ь, конечном или бесконечном.

Предположение 1. Функция Q(x) имеет две

непрерывные производные и не обращается в нуль при
х^1.

Уравнение (1) эквивалентно системе

fr)'-US)W- v

Напомним обозначение (§ 1, (6)):

п /-Х-1 g*<*) 5 (С'(*))2 /ov

ai W ~~

8 "^Й 32 Qb/2 (x)
• W

Прямой выкладкой доказывается
Лемма. Преобразование

у(х) = щ(х) + и2{х)

(4)
приводит систему (2) к виду

(;:)4MJ-;)-ft(::)+^t!-i)](i;)-
(5)

Поясним смысл и конструкцию преобразования (4) на

примере уравнения

где к — большой параметр. Так как Q(x) = k2q(x) в данном

случае, то ai (я, к) =0(к~]), и матрица системы (5) диагональная,
с точностью до малых членов порядка О (к-1).

Система (2) имеет вид

г-,.(„*,у, г-(»). л=(/с2;(я) J).
Будем вначале искать преобразование 7 = 70(a;)Z, приводящее
систему к почти диагональному виду с точностью до 0(1), Эта
подстановка приводит к системе

z' = (i7*at0-t;*%l)z,
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откуда видно, что в качестве Т0(х) следует взять матрицу,

приводящую матрицу А (х, к) к диагональному виду. Собственные

значения этой матрицы равны ± k^q (х) (и различны при всех же/,
так как д(ж)^О), а собственные векторы (столбцы) равны

(1, ±У?(я))т, так что можно положить TQ = ( ,- ,-J.Тогда
получим систему

м(.)-г-Ч*)^]г,
где Л (f) — диагональная матрица с диагональными элементами

Уд, —Уд. Итак, система приведена к диагональному виду с

точностью до членов порядка 0(1). Чтобы диагонализовать ее с

точностью до 0(к~]), сделаем подстановку Z = (/ + к~1Тг{х)^ U. Так

как

(/ + к~*Т1 (х))-1 = I - к-^Т1 (х) + О (*~2),

то полученная система примет вид

W = [АЛ (х) + (тг (х) Л (х) - Л (х) Тг (х) - Г-1 (х) -^р] +
+ О (А"1)! С/.

Матрицу Ti(x) можно найти из условия, чтобы заключенная

в круглые скобки матрица была диагональной. Эти соображения и

приводят к подстановке (4).

2. Оценка решений. Если в системе (5) отбросить
члены, содержащие аДя), то система распадется на два

независимых уравнения. Укороченная система имеет

решения

d {*) = У) (*о> *) eh 1 = 1> 2г (6)

где обозначено

*i = (l,0), е2 = (0,1),

ybAxvX) = Q-l!*{x)e±SM, (7)
X

S{x»x)~ j YQW)dt. (8)

Покажем, что при условиях, которые будут
сформулированы ниже, система (5) имеет решения, близкие к и1, и2.
Тогда, воспользовавшись соотношениями (4), получим

приближенные формулы для решений уравнения (1)*
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Обозначим

р {x0J х) = Jl«l(«)l dt (9)

Предположение 2. Существует дважды

непрерывно дифференцируемая при х&1 ветвь корня 1/Q(x)
такая, что

Rel/Q(x)>0, x^L

Во всех последующих формулах фигурирует имепно

эта ветвь.

Замечание. Если функция Q(x) вещественна, то

предположение 2 следует из условия: Q(x) ФО, х^1.

Пусть Q(x) >0; искомая ветвь есть 1/Q(x)>0. Если же

Q(x) < О, то VQix) — чисто мнимое число, и в качестве

искомой ветви можно взять l/Qtx) = i\l/Q(x)\.
Теорема 1. Пусть выполнены предположения 1, 2 и

р(а, #)<«>, x^L (10)

Тогда уравнение (1) имеет решение у^х) такое, что

У0г(*о>х)
-1 <2(e2P(a,x)_1)i xeL (И)

.Эта и последующая теоремы
— основные в настоящей

главе. Все дальнейшие асимптотические формулы будут
выведены из оценок (11), (19).

Доказательство. Подстановка

Щ {*) = уЧ fop *) *>j (*)i / = 1» 2»

приводит систему (5) к виду

v[ = аг {х) {vx + v2)x v2 + 2 VQ{x) v2 = — ax (x) {vx + v2).

Решим эту систему, считая правые части известными

функциями; тогда получим систему интегральных
уравнений

х

vx (х) = Сх + j аг (t) (vL (t) + v2 (*)) dt,
xi

v2 [x) = C2 exp {— 2S (xQ, x)} —

i- J exp {2S {x, t)} aj [t) {vx {t) + v2 (Q) dt.
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Положим Ci = 1, Сг = 0 и Xi
= хг ==

а, тогда получим
систему

»1И = 1 + 1 «1 (0 (yi (*) + у2 (0)<**«

(12)

у2 (Х) = _ j ехр {25 (*, i)} «х (0 fa (t) + v2 (t)) dt.
a

Покажем, что на интервале (а, х), по которому ведется

интегрирование, выполняется оценка

|exp(2Ste, *)}|<1. (13)

Действительно, Re У(?Ы > 0 при я е /, и так как

а < t ^ х, то

Re S (я, *) = - j Re /0l[F) Л' < 0,
t

откуда следует (13).
Применим метод последовательных приближений к

системе (12), положив

vl(x) = l, vl(x) = 0,
X

v?+1 (х) = 1 + J a, (t) {vl (t) + vS (t)) dtt
a

к

v%+1 (x) = - J е^{хЛ\ (t) (ej (t) + i$ (t)) dt.
a

Имеем
x

|i4(«)-l|<J|aiWl* = p(a,*)1
a

I v\ (x) | < j | ax (*) | dt = p (a, a;).
a

Последняя оценка следует из (13). Покажем по

индукции, что

кИ-^>)1<(2ру)П* 7 = 1,2. (14)
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При п = 1 оценка доказана; совершим переход индукции
от п к п + 1. Имеем

\vpl(*)-v:(*)\<

<j|ai(OI[|"?(')-«'r1Wl + l«'?(0-»r1(*)|]^<

<

X

2П Г I тю / *ч* J+ (2р (л, *))n+1

так как йр(а, t) = \<x№)\dt. Точно так же доказывается

оценка (14) при / = 2; в этом случае необходимо учесть

оценку (13).

Рассмотрим ряды

v, (х) = 2 (it}+1 (х) - v"i (х)), / = 1, 2.
71=0

Из оценки (14) и условия (10) следует, что эти. ряды
сходятся абсолютно и равномерно на любом интервале
вида (а, х), х < Ь, и что

\Vi(x) — II ^ ехр {2р(а, х)) — 1,

|1>2ЫКехр{2р(а, *)} - 1. (15)

Из (4) находим ух {х) = i/J (я0, а:) [^ {х) + i;a (ж)], так что

Уг(*)

у\ (*0, *)

и из (15) следует (11).

Получим оценку для Ух(х). Из соотношения (см. (4))

у'лх)=y°MV<m[(i-^Н-^+^И]
из оценки (15) вытекает

Следствие 1, Справедлива оценка

у[{х) ~—il<

¦—1 < К (Ж) + У2 (Ж) - 1 | < | ^! (X) - 11 +|»,(Л!)|,

Vewtf (*,.*)

< i?%l+4(1+l^l)(eip<2pM)-1)-
«в)
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luny[(x)\(VQ(x)

Сравнивая (11), (16) и учитывая, что р(я, х) -> 0 при
х-> а, получаем

Следствие 2. Решение у^х) удовлетворяет краевому
условию

Щуг(*)У = 1, (17)

если Q'(x)/Q3/1(x) -*¦ 0 «jra х -*¦ а.

Построим решение г/2(#). Точно так же, как и

теорема 1, доказывается

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1
с той лишь разницей, что

р(х, Ь)<°о, ««=/. (18)

Тогда уравнение (1) имеет решение уг(х) такое, что

У2(х) -1
в1 (*0, г)

Далее, выполняются оценки

у'ъ(х)

<2(ехр{2р(а;,о)}-1)1 же/. (19)

Л/Я (*) »8(*0. *)
+ 1 <

<
<?'(*)

+ 4 1 +
<?'(*)

4<?3/2 (х) )(ехр{2р (6, *)}-!) (20)
4<?3/2 (i)

и краевое условие

lim у; (ж) [ ( VW) + ^Ц-) V> (^)]_1 = 1. (21)

§ 3. Асимптотика решений
при больших значениях аргумента

1, Осциллирующие решения. Рассмотрим уравнение

y"+Q(z)y = 0 (1)

на полуоси х ^ 0. Введем условия:
V. <?Ы>0 при х>х0>0.
2°. Q"(x) непрерывна при х>0.

3°. Сходится интеграл

J \аг(х) \dx < оо. (2)

Функция ai выписана в § 1.
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Теорема 1. Пусть условия 1°—3° выполнены. Тогда

уравнение (1) имеет решения у{(х), yz(x) вида

Vi.% (*) = <?~1/4 И exp I± t J YW) dt\ (1 + «M (x)) (3)

и для функций Ej(x) справедливы оценки
00

lej^KCJla^Ol^ / = 1,2, (4)

где С — постоянная.

Из условия 3° следует, что е,Ы -*- 0 при х -*• +оо,
так что, в частности, справедлива асимптотическая

формула
( х

У'1.3 И - <2"1/4 (*) ехр ± * J /<? (t) dt (а?-*оо). (3')

Доказательство. Васпользуемся теоремой 2 из

§ 2. Положим /=»(soi °°)| так что a = #0, Ь = °° и

оо

р (хх оо) * J | ax (?) J d?. Так как этот интеграл сходится, то

х

р(#, оо)-^0 при ж->оо и потому |ехр{2р(#, о©)} — II <

^СфСа;, ©о) при достаточно больших х> Поэтому оценку
(19) из § 2 можно записать в виде

1 ^ Ср (х} сх>).
**(*о»*)

Из этой оценки и определения функции yl{xQ,x) (§ 2,
(7), (&)) следует существование решения */2(я), для

которого справедливы формулы (3), (4). Чтобы доказать

существование решения у^х), достаточно заметить, что если

у{х) — решение уравнения (1), то у(х) — также решение.

Следствие. Пусть выполнено условие

J?#fc-a (5)

Тогда решения t/iU), Уг(х) линейно независимы и их

асимптотику можно дифференцировать^ т. е.

1/1,2 (х) ~ ± *<?1/4 (х) ехр ± i J /5W*[ (a:-> оо). (6)
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Доказательство. Из оценки (20) и условия 5)

следует (6) для у2 {х); аналогично доказывается формула
(6) для у[(х). Из (30, (6) получаем, что при х>1

вронскиан ю(х) решений г/Дя), у2(х) равен

™Ы-/]1 + о(1) 1 + o(1)|--2J + ofttwW~l\l + o(i) _i + 0(i)|- ^ + °l1)1

Так как вронскиан от х не зависит, то, устремляя х

к бесконечности, получаем

шЫ = -2г, (7)

п линейная независимость построенных решений доказана.
Вместо г/1,г(^) можно взять вещественные решения

Уз, 4^) со следующими асимптотиками при ж -> «>;

У, (*) - <Г1/4 (*) cos | /$(*) <ft + о (1) L

з (*) = - <?1/4 И sinJ VQjijdt + О (1) L
L x0 J

»4 (*) = G^ (*) Sin j /р)й + 0 (1) L
L к0 J

J/1 (x) «= C~1/4 (*) cos I VTOA + о (1) L

Их вронскиан равен w = 1.

Полученные асимптотические формулы показывают,
что все решения уравнения (1) осциллируют при
больших х.

Обсудим одно из важнейших условий теоремы 1 — ус*
ловие 3°. Пусть Q{x)^CiX^ (здесь и ниже Cj —

постоянные), С?>0, тогда а{(х) =С2аг2"~т/2 и интеграл (2)

сходится, если ч > ~2. При y > —2 выполняется также

условие (5). В частности, если Q(x) — многочлен (с
положительным коэффициентом при старшей степени), то

все условия теоремы и следствия выполнены. Нетрудно
проверить, что если Q(x) есть функция вида С8(1п х) г

Сье i где Cj > 0, 7 > 0> Р ~~ любое вещественное число,
то все условия теоремы 1 и следствия выполнены. Эти

условия выполняются также, если асимптотика функции

(8)
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Q(x) имеет один из указанных выше типов и ее можно

дважды дифференцировать. Например,

Q(x) ~ ах\ Q'(x) ~ чах*-\ Q" (х) ~ ^ - 1)ах^'\
я>0, y>-2 (а;-*+<»).

Отметим также, что во всех этих случаях,

оо

\Y0Jx)dx= + оо. (9)

Условие (2) означает, грубо говоря, что функция Q(x)
не слишком быстро убывает при х -* оо (медленнее, чем

аг2) и достаточно правильно ведет себя на бесконечности.

При условии (9) решения у^х), уЛх) имеют

бесконечно много положительных нулей, и если хщ #п+1
—

соседние нули одного из этих решений, то

J VQWjdt^n + o{i) (n-*oo). (10)

Пример 1. Уравнение Эйри

у" -ху~0

имеет решения такие, что при х -> — оо

у, (*) = kf1/4[cos(-| \хГ) + 0(\z\-*)\
y2H=i^ri/4[sm(4ur) + o(ixr2)}

Действительно, после замены переменной х = —t получаем

уравнение уи + ty = 0} так что

t оо

<?(*) = *, \VW)dt' = |*3/\ |К(ОИ'==СГ3/2.
о t

Пример 2. Приведенное уравнение Бесселя

,+ (l-^).-0
имеет решения такие, что при х -> +оо

Zi(x) = cos я + OU"1), гаЫ = sin я + ©(ж*1).
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Действительно, в этом случае

Q (х) = 1 - (v2 - 1/4) х~\ <Г1/4 (*) = 1 + О (аГ1),
5 (s0l а;) =

X X

= J /?(*)# = ж - х0 + J ( /l -(v2 - 1/4) *-« - l) dt +

"о °°

со

+ j ( /1 - (va - 1/4) *-* - 1) Л.

Следовательно,

5 (а;0, ж) =
X

= z + C-(v2-l/4)jY2[l + /l — (v> - 1/4) *-»]-1 Л =
СО

= я + С + О (аГ1) (я -* + 00),

и из этих оценок и (3) следуют асимптотические

формулы.

Приведем еще один важный результат об асимптотике

решений уравнения типа (1):

y" + W-Viz))y = 0. (11)

Теорема 2. Пусть к > О — постоянная, функция
V(x) непрерывна при х>0 и выполнено условие

00

§\V(z)\dx<oo. (12)
о

Тогда уравнение (11) имеет линейно независимые
решения вида

yitZ(x)~e±ih* (я-*оо). (13)

Доказательство. Представим уравнение в виде

у" + к2у = V(x)y и решим его, считая правую часть

известной функцией (гл. 3, § 7, (16)). Тогда получим ин^

тегральное уравнение
со

у (х) = С^** + С2е~** + i-J sin к (х - t) V (*) у (*) dt. (14)
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Положим Ci = 1, Сг = О и применим метод
последовательных приближений:

y0(x) = eih*,
со

уп+1 (х) = е** + ±.§sink(x-t)V(t)yn (t) dt.
X

Докажем по индукции оценку

оо

\уЛх)-Уп-Лх)\<,^, <b(x)=±\\V(t)\dt.
X

При п = 1 имеем
оо

iM*)-y0(*)i<4ji7wid'-otc)-
о

Совершим переход индукции от п к п+1. Имеем

I Уп+1 (я) — Уп И I <
оо

оо

так как I У(*)|сЙ = udOU). Следовательно,

l*/(*)l = UoH + (Pi(*)—0о(*)) + •••

оо

... + {Уп{х) -у»-г(х)) + ... |<2 ^< еф(0),
П=0

и потому последовательность уЛх) равномерно сходится
к функции у{х) на полуоси хХ). Так как, но

доказанному, функция у U) ограничена, то из (14) находим

\y(z)-e**\^c]\V{t)\dt.
Правая часть этого неравенства стремится к нулю при

х -> +«>, в силу условия (12), и решение у^х) построено.
Аналогично строится решение уг1х).
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Допустим, что эти решения линейно зависимы, тогда

Ciiji(x) + с2у2(х) = 0 при х>0. Если ^?=0, то у^х)/
/yi(x)^—cjcu Но из (13) следует, что уМ)/уг{х) ~
~ ezik* {х -*¦ »), так что

e2rt* ^ —cjci {х -*¦ <»).

Это невозможно, так как предел левой части этого

равенства при х -* оо не существует.

Следствие 1. В условиях теоремы 2 справедливы
оценки

оо

: (15)

ltt,(s)-e-»«|<CJ|F(*)ltf*.
Следствие 2. ?&ш

limV(z) = 01

то асимптотические формулы (13) моо/сно

дифференцировать;

У'гл (*) ~ ± ike±ikx (х-++ оо). (16)

Для доказательства достаточно продифференцировать
уравнение (14).

2. Неосциллирующие решения. Рассмотрим уравнение

y"-Q(z)y~0. (17)

Теорема 3. Если условия теоремы 1 выполнены, то

уравнение (17) имеет решения вида

УиМ^Я"11* {*)**$]
i 4 J (18)

lim 8j (a:) = 02 / « 1, 2.

Справедлива оценка
00

|e2(*)l<cj|ai(*)|d*. (19)
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Если, кроме того, выполнено условие (5), то

[л (х) ~ ± <?1/4 (х) exp I ± J VQ{t) dt\ (х-+ оо) (20)Vt

и решения у^х), у2(х) линейно независимы.

Доказательство. Существование решения у2(х)
и оценка (19) доказываются точно так же, как и в тео-

оо

реме 1. Пусть интеграл J у Q {x)dx = оо, т. е. выполне-

1
но (9). Функция

х

vM = vAx)lQV)vVV)*i (21)
а

есть решение уравнения (17) (гл. 3, § 7). Пусть а>0
настолько велико, что le2U)l<l/2 при х^а, тогда

интеграл из (21) можно представить в виде

/ (х) = j /ТОехр 2 J VQW)dt\ (1 + е2 (t))~4t.
а \ х0 )

Докажем, что при х -> +°о

I{x)~J (х) = J /TO^xp 2 } VOW) dt' dt.
а { xQ J

Тем самым представление (18) будет доказано для
решения j/i(#), так как

/ {х) = -j ехр |

X Л х Iх

2J /ТО* ~хехр |2J ^Q^dt

при # -> +°°. Так как J(x) -*- +оо при а; -> +оо? то можно

применить правило Лопиталя:

lim Jg = HmС^ = lim (1 + е2 (ж))-» = 1.

оо

Если же интеграл J /@(*)d* сходится, то решение
г

у±(х) можно построить с помощью того же интегрального

уравнения, что и решение у2(х) (§ 2)* Мы не останавли-
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ваемся подробнее на этом случае, потому что во всех

известных нам конкретных примерах из сходимости

интеграла из (2) следует расходимость интеграла из (9).

Вронскиан го решений г/Дя), г/2(#), как следует из

(18) —(20), равен w — —2, и потому они линейно

независимы.

В дальнейшем, в силу сделанного выше замечания,

будем считать, что условие (9) выполнено.

Следствие. Пусть условие (5) выполнено. Тогда при
х > 1 решение ySx) строго монотонно возрастает,
решение уг{х) строго монотонно убывает, и

lim уг (х) = + оо, Iim у2 (х) = 0. (22)
0С-»ОО ЭС-> ОО

Действительно, из (18), (20) следует, что Уъ{х)1 уг(х) =
= VQ(t) (! + &(#))> где еЫ-*0 при х -> <». Пусть а>0
таково, что |е(я)1 < 1/2 при х> а. Тогда

X

In у2 (х) - In уг (а) = | VW) (1 + е (*)) Л >
а

к

а

так что уг(х) -*¦ +оо при х -> оо. Аналогично доказывается
второе из соотношений (22).

Итак, в условиях следствия уравнение (17) имеет

убывающее при х -*- оо решение г/2(я). Все остальные

решения, не пропорциональные этому, растут при х -> оо#

Пример 3. Уравнение Эйри (см. пример 2) имеет

решения такие, что при х -* +оо

?,(*) -ж"174ехр [(2/3)о:3/2][1 + OU"3/2)J,

i/4U) = arI/4 ехр [(-2/3)^3/2][1 + OU-3/2)].

Решение, которое отличается от ySx) лишь постоянным

множителем, а именно,

называется функцией Эйри и играет важную роль в

задачах распространения волн. Из примера 1 следует, что

функция Эйри должна сильно осциллировать при х < 0.
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Ее точная асимптотика такова [111:

Ai (х)" уф^ [sH~i]хг + т)+ ° (1 * 1~3/2)]
(X ->- —оо)#

Функция Эйри описывает переходные процессы (типа

перехода от света к тени), так как она осциллирует на

полуоси х < 0 и экспоненциально убывает на полуоси

х>0. Ее свойства хорошо изучены [51].

Пример 4. Рассмотрим уравнение Вебера

у" + {х2-а2)у=*0, а>0.

Его решения называются функциями Вебера или

функциями параболического цилиндра. Исследуем их

асимптотику при х -*¦ +°о. Пусть х > О, тогда

«

j yw^rpat =4 -^-ln* + с + o(i)
а

при ?->«> и (ж2 — а2)~1/4 ~ аг1/2. Следовательно,
уравнение Вебера имеет решения такие, что при #->+«>

^ <*) ~ х-^+^V7», у, (х) ~ >8+1>V*2/\

Решение i/2(#) экспоненциально убывает, а решение ух(х)
экспоненциально возрастает при х -*- +о°.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 2.

Тогда уравнение

y"-(k*+V(x))y = 0 (23)

имеет линейно независимые решения вида

yii2ix)~e±hx (я^+оо). (24)

Доказательство. Решение уг(х) строится точно

так же, как и в теореме 2, а решение у^х) определим

формулой (21), где Q(x) =k2 + V(x). Тогда
X

Vl (х) = е-** (1 + ч (х)) J в*м (1 + е2 (0) Л,
а

где еД#) -* 0 при х -+ +«>. Тем же способом, что и выше,
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нетрудно показать, что интеграл из правой части этого

равенства равен e2kx(i + o(D) при х -+ +°°.
3. Уравнения с комплексными коэффициентами.

Рассмотрим уравнение (17), и пусть Q(x) — комплекснознач-

ная функция.
Те о р е м а 5. Пусть условия 2°, 3° выполнены и ветвь

T/Q(x) при х> 1 можно выбрать так, что

Re УОЫ > 0. (25)

Тогда уравнение (17) имеет решения вида (18), и

справедлива оценка (19). Если, кроме того, выполнено
условие (5), то эту асимптотику можно дифференцировать,
т. е. справедлива формула (20), и решения Ух(х), уг{х)
линейно независимы.

Коротко наметим доказательство. Решение у2(х)
строится так же, как и в теореме 1. Построение решения
у^х) несколько сложнее; подробности см., например,
в [И].

Пример 5. Рассмотрим уравнение

у" -а0хау = 0,

где а > —2, а0 Ф 0. Пусть aQ = ро^гф°, где р0 > 0, 0 < ф0 <

<я,_гогда значение корня у а0 = у р0е1ф°'2 таково, что

Re Уа0 > 0. Поэтому все условия теоремы 5 выполнены,
и это уравнение имеет решения такие, что при х -* +°о

У и* {х) ~ *~а/4 ехр ± -^-*- х* .

I - + 1 I

§ 4. Асимптотика решений
при больших значениях параметра

1. Осциллирующие решения. Рассмотрим уравнение

y"+k2q(x)y = 0, (1)

где А: > 0 — параметр, на конечном отрезке I — [а, Ь].
Исследуем асимптотическое поведение решений при к -*•

-*¦ +<*>. Введем предположения:
1°. q"(х) непрерывна при x^L

2°. q{x) >0 при x^L
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Теорема 1. Если условия 1°, 2° выполнены, то

уравнение (1) имеет решения вида

У1л{**Щ~*Ги*(*)ех$\
X

Для функции ei.j справедливы оценки

|е;(я, к)\<С (хе/, к>к0>0),

где постоянная С не зависит от х, к.

Асимптотику (2) можно дифференцировать, т. е.

#1,2 (х, к) =

= ± ikq1^ (х) ехр

(3)

(4)

Для функций Ej имеют место оценки вида (3).

Доказательство. Воспользуемся теоремой 1 из

§ 2. В данном случае Q{x) =—k2q(x); положим 1Q{x) =
= iklq(x). Далее (см. (3), (9) из § 2)

X

р (а, х) < Схк~' J ( ?a (О

чь1% {*)
+ я" (t)

Я3"2 (t)
IdttCCvk-1

при k>0, x^I, так как q(.x)?=0, функция q"(ж)
непрерывна. Следовательно,

е2Р(а,^ _ 1 ^ СзА;"1 (А 3* к0 > О, же/),

где к0 фиксировано, и из теоремы 1 § 2 следует
существование решения у такого, что

у(х,к) -1 < 2СЛ-1

при к>к0) х<^1. Так как

у\ {х, х0, к) = Q-V*(x) ехр { ik j Т^Г№),
<?-i/4 (x) = A-V2 (_ l)-i/4 q-i/i (X),

где g1/4(x) > 0, то решение у лишь постоянным

множителем /г1/2(—1)~1/4 отличается от искомого решения уДя, к)

(см. (2)). Формула (4) для производной у\ {х, к) следует из
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(16), § 2. Аналогично доказывается существование

решения гу2(я, к). Вронскиан w(k) этих решений равен, как

следует из (3), (4):

w(k) = -2Ш1 + 0(к~1)] (к -* +«>),

и потому решения уи у2 линейно независимы, если к > 0

достаточно велико.

Следствие. Пусть к комплексно и леоюит в

области Dp : | к | ^ р > 0, Im к ^ 0. ГогЗа все заключения

теоремы 1 остаются в силе.

Для доказательства достаточно проверить, что

выполняется предположение 2 из § 2, т. е. что можно выбрать
ветвь yQ(x) такую, что ReV(?(#)^0, x^L Имеем

lQ{x) = iklqix), ReV(?U) = -1q{x) lmk>0.

Обозначим полученные решения yj {x,k), y? (x,k) и

пусть Dp—область |&|^р>0, Imk^O в комплексной

плоскости к. Положим VQ(x) = —ikl/qix), тогда ReV(H:r)=
= У q(x) Im к ^ 0 при же/, А; е Z?|J", и потому
существуют решения у~[ (х, &), г/Г (ж» к), для которых справедливы

формулы (2) —(4).

Отметим, что эти пары решений [yt (я, к), yt {хх к)} и

{*/i (#> к), Уъ (х, к)} вообще говоря, различны.
Замечание. Можно показать, что решения yf {х3 к)

(уТ(^i &))» / = 1, 2, аналитичны по к при k^Dp (ке Dp)
при каждом фиксированном х*=1.

Пусть к > О, тогда вместо решений yi% 2 можно взять

пару вещественных решений:

J/з (*А ?) = - Лг1/4 (ж) sin (A; j /7W dtj + О (й-*) ,

г/4 fo к) = <г1/4 (ж) sin f^J /?"(*) Л J + О (ft-i) L

»4 fe A) = А:?1/4 (я:) cos I к J /?70 Л ) + О (ft-*) .
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Здесь 0(к~1)— равномерно по х<^1, к>к0>01 т. е.

\0(к"1)\ ^САг1, где С не зависит от х1 к. При больших
значениях к решения ySf к сильно осциллируют. Если

хи х2 — два соседних нуля любого из этих решений, то

J/щас-^ + оШ (А-> + оо)г
*1

так что расстояние менаду соседними нулями имеет

порядок Oik-1).

2. Неосциллируюшие решения. Рассмотрим уравнение

у" -k*q(x)y = 0. (6)

Теорема 2. Если условия 1°, 2° выполнены, то урае-
нение (6) имеет решения вида

УU2{^i k) = q-V*(x)exp

X

:&J VW) dt\ 1 +
Bl,2 (x, к)

Для функций 8i)2 справедливы оценки (3).

Асимптотику (7) мооюно дифференцировать, т.

ywl {хх к) =
I х ] Г

= ± kq* {х) ехр J± к f /?м d*| 11 + lii

(7)

I J' (8)

гЗг для функций Si,2 имеют место оценки вида (3).

Доказывается эта теорема точно так же, как и

теорема 1.

Следствие. Пусть к комплексно и лежит в области

-D+ : | к | ^ р >> 0г Re к > 0. ГогЗа все заключения

теоремы 1 остаются в силе.

Это следствие верно и в том случае, когда к лежит

в области D~ : | к | ^ р > 0, Re /с ^ 0. Замечание к

теореме 1 справедливо и для решений, построенных в

теореме 2.

Возьмем решение yt(x, к) и положим х0
= Ь (см. (7)),

тогда i/i(6, к) = д~1/4(Ь)[1 + 0(Аг1)]. Это решение при
А;» 1 монотонно возрастает на отрезке / и lim i/x (#, к) =

= 0 (are/, хФЪ). С ростом ft при #=7^6 значение у{(х}Ь)
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экспоненциально убывает. Если же рассмотреть решение
у2(х, к) и положить Хо = а, то мы получим

lim t/2 (х, к) = 0 (я ^ /2 я =^= а).

Это решение при к > 1 монотонно убывает на отрезке /.
Решение у^х, к) (соответственно Уг(х, к)) заметно

отлично от нуля лишь в малой (порядка 0{к~*))
окрестности точки # = Ь (соответственно х = а). Эти области

принято называть пограничными слоями.

Рассмотрим случай, когда q{x) — комплекснозначная

функция.
Теорема 3. Пусть выполнено условие 1°, q(x)=?Q

при х<=1 и имеется ветвь корня такая, что

Rel/q(x)>Q, x^I. (9)

Тогда уравнение (6) имеет два решения вида (7),
асимптотику которых можно дифференцировать. Для
остаточных членов е1>2, е1# 2 справедливы оценки вида (3).

Доказывается эта теорема точно так же, как и

теорема 1.
3. Двойные асимптотики. Рассмотрим уравнение (1)

на полуоси / = [0, °°).
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 1 и

сходится интеграл
оо

\\a1{x)\dx<oo. (10)
1

Тогда уравнение (1) имеет решения yit2(z, к) вида (2),
где для функций 8i>2 справедливы оценки

оо

|е1|2(х, ЙОКС^КС*)!* (ie/, &>А-0>0). (11)

Если

lim^gf- о, (12)
5с->+оо q?" (х) v '

го асимптотику (2) можно дифференцировать, и для

функций б1,2 справедливы оценки

I е4,«(*, /с)I < срЫ (хе/, Л > Л0> 0>,

Нтф(.г) = 0. /13\
ас-»оо * '
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Доказательство точно такое же, как и в теореме 1,
с той лишь разницей, что вместо р(а, х) следует взять

р(#, +оо)# Это же замечание относится и к последующей
теореме.

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4.
Тогда уравнение (6) имеет решение

У2 fo к) = q-V* (х) exp J -*jvre*[i+^] (W)

и для е2 справедлива оценка (11). 2?с/ш выполнено
условие (12), го этт/ асимптотику можно дифференцировать
и для е2 справедлива оценка (13).

Теоремы 4, 5 дают двойную асимптотику решений.
Именно, остаточные члены еДя, ft)/ft стремятся к нулю и

при х ->
°°, А фиксированном, и при ft -* <», я

фиксированном, И При X -*
оо, ft -> оо.

4. Асимптотические разложения решений. Рассмотрим
уравнения (1), (6) на конечном отрезке / = [а, Ы.

Предположение. Функция q(x) бесконечно

дифференцируема и строго положительна при х^ I.
В этом случае для решений можно получить более

точные асимптотические формулы. Продолжим
построения § 1. Решение уравнения (6) будем искать в виде

формального ряда (§ 1, (2)). Из формулы (4), § 1
следует формальное равенство

оо / оо \2

2 k-*o?nix)+[ 2 k-n<xn{x)) -ft2?(a;) = 0.

Полагая a-iGr) = l/q(x) и приравнивая нулю
коэффициенты при степенях ft в левой части этого равенства,

получаем рекуррентную систему уравнений относительно

неизвестных функций ап(х):

<*П+1 (г)-- —
*

2Уз(* 2 «j (ж) a„_j (ж) + а'п {х) \.
Li=o J

(15)

Из этой системы можно последовательно найти а0(х),
аДя), ...; в частности, функции а0Ы, а±(х) были
вычислены в § 1.
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Теорема 6. Для любого целого N> 1 уравнение
(6) имеет решения вида

у± {хх к) = g-i/4 {х) exp {kS (х0, х)} х

X ехр 2 *-Ч «я (О Л

У2 fo А) = q-V* (х) ехр {—kS (s0, х)} X (16)

Хехр \%(-b)^\"n[t)dt [i + fl^l
Для функций &i,2 (x, k) справедливы оценки вида (3).

Асимптотику решений yit2(z, к) можно

дифференцировать по х и по к любое число раз.

Доказательство проводится по той же схеме, что и

доказательство теоремы 1, § 2.

Разложения (16) можно записать в иной форме.
Именно, если разложить по степеням к~* экспоненту,

содержащуюся в решении у^х, &), и отправить в остаточный
член слагаемые порядка О(Аг*0, то асимптотика этого

решения примет вид

у1 (х, к) = q-1/* (х) ехр {kS (x0l х)} X

[iV-l2 к-"ап
п=?о

(х) + к~» е? {х, к) (17)

Аналогичное представление справедливо и для решения
у2(х, к).

Решение уравнения (1) будем искать в виде

(г °° \
У = ехр 2 (ik)-nan (t) dt\,

lV=-i J

где a-i — l/q. Тогда для функций ап(х) снова получим

рекуррентные соотношения (15).

Теорема 7. Для любого целого N>1 уравнение (1)
имеет решения вида

Уг (xi Щ = q~lU (х) ехР {MS {x0l х)} X

X ехр 1 +
ef (*, к)

kN У (18)
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Уг ixi Ц = 2~1/4 (х) ехР {— MS {xQ, х)} X

X exp J (" **)-» J *п (х) dt\U + ±^Щ т

П=1 -v М- «J
(19)

Для функций 6^2 (#> &) справедливы оценки (3). Асимп-

тотику решений yit2(x, к) можно дифференцировать по х

и по к любое число pas.

Дальнейшие сведения об асимптотике решений
обыкновенных дифференциальных уравнений и систем

читатель сможет найти в [51],

§ 5. Элементы теории возмущений

В этом параграфе рассматриваются некоторые
асимптотические методы для нелинейных уравнений и систем,

содержащих малый положительный параметр е.

Независимое переменное есть t, неизвестные функции
обозначаются Xi(t), ..., xn(t). Все рассматриваемые функции и

вектор-функции принимают только вещественные
значения. Предполагается, что все заданные фуцкции и

вектор-функции (правые части систем) бесконечно

дифференцируемы по совокупности переменных ?, хи ..., хП1 е,

когда точка (?, ос) лежит в некоторой области G<=/?n+1,
0< е < е0. Здесь е0 > 0 — фиксированное число.

1. Регулярная теория возмущений. Начнем с

простейшего случая зависимости уравнения от малого

параметра е. Рассмотрим задачу Коши для скалярного уравнения

-^=/(г,я,е), x{t0) = xos (1)

решение которой обозначим x(t, г).
Пусть решение x = x0(t) задачи Коши при 8 = 0

dx
Si
= fit* х> °)> х I *=о = #о (2)

существует и единственно на отрезке /: 0 < t ^ Т. Тогда

справедлива теорема о дифференцируемости решения по

параметру, которая описывает асимптотическое

поведение решений при е -*• 0.

Теорема 1. Если е0 > 0 достаточно мало, то при
lel^80 решение задачи Коши (1) существует на всем

отрезке /=[0, Т] и при любом N>1 справедливо
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разложение

x(t, B)=x0(t) + EXi(t) + ... + eN-ixN-i(t)+RN(t, г). (3)

Для остаточного члена при ? е /f г < е0 справедлива
оценка

\RN(t,e)\<CNeN, (4)
где постоянная CN не зависит от t, е.

Функция x0(t) считается известной; покажем, как

вычислить следующие члены разложения (3). Подставим
это разложение в уравнение (1)

iV-l , / Лг-1 \

2 е^ + о (в*) = /к 2ei*> + ° (&N)>8

и разложим правую часть по степеням 8 с точностью до

слагаемых порядка О(г"). Для функции x0(t) получим

задачу Коши (2).

Для функции Xi(t) получим задачу Коши

§ = g (*, *0 (*)» 0) *х + | & *о (*). 0), *х (0) = 0. (5)

Это линейное дифференциальное уравнение первого
порядка, так что решение задачи (5) существует и

единственно на всем отрезке /. Более того, функция хМ)
вычисляется в квадратурах. Для всех последующих

приближений также получаются линейные уравнения
первого порядка вида

•g-f = j? (*» хо (0> 0) хп + Fn (*, аг0, .. •, *n-i), *n (0) = 0,

(6)

где Fn —¦ известные функции. Эти уравнения
различаются лишь правыми частями. Решение каждой из задач

Коши (6) существует и единственно при t е /t все

функции ^(ЙеС^Ш, и все они при я^1 могут быть

вычислены в квадратурах.

Теорема 1 справедлива для системы из п уравнений

? = t{txxx*)x x(t0)=rx*.

Для вектор-функций получаются системы линейных

уравнений с переменными коэффициентами вида (5), (6), где

df „ (Vi\
j^
— матрица Якоби I j^t . Все эти системы имеют одни
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и те же коэффициенты и различаются лишь правыми
частями.

Пример 1. Найдем асимптотику при е -* 0 решения
задачи Коши для уравнения Дуффинга (гл. 4, § 5)

х + «?х = гх\ x(0)=A, я(0) = 0, (7)

где со > 0 — постоянная, А Ф 0. Будем искать решение в

виде (3). Подставляя это разложение .в уравнение,
получаем

х0 + со% + г(х1 + gAcJ + в2(х2 + со2#2) + ...
—

^ &Xq "Г в OXqX± -г ? \^*^о^1 "т" ^V^2/ "г • • »

Приравнивая коэффициенты при степенях е, получаем

уравнения для х0, хи х2, ... Для нулевого приближения
xQ{t) получаем задачу Коши

х0 + ы2х0 = 0, x0(Q)=A, ?0(0) = 0,

откуда находим x0(t) =А cosotf. Для всех последующих
приближений данные Коши будут нулевыми;

tfn(0)=in(0)=0, n^l.

Для первого приближения получаем уравнение

xt + tt2#i = A3 cos3 со?.

Следовательно (см. гл. 2, § 7),

ЗЛ3 л3
#i (*) = -о—' sin ю? Н г (cos ®t — cos Зсо?).1 ч J 8о> 32©2

Второе приближение #2Ш есть решение задачи Коши с

нулевыми начальными данными для уравнения

2 (12cof sin со? + 12со? sin Зсо? + 2 cos со? — cos Зсо? —__
зл6

""

128ю!

— cos5co?).
Отсюда находим

~ (t\ =
3^

(
— 322 cos cot — тг-1 sin Зсо? Н sin cat +2[>

128o)8\
2ш ш

1 1 \
H т COS 5(0? 5- COS 0? I.

24co2 со2 J
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Видно, как сильно усложняются формулы для

приближений xn(t) с ростом п.

На этом примере видны некоторые закономерности,

присущие многим нелинейным задачам.
1. Последовательные приближения обогащаются

гармониками. Действительно, нулевое приближение xQit)
содержит только гармонику частоты со, первое
приближение x0(t) + exSi) содержит гармоники с частотами со

и Зсо, второе приближение x0(t) + гх^Ь) + е2хгШ
содержит гармоники с частотами со, Зсо, 5со. Нетрудно видеть,
что п-е приближение будет содержать гармоники с

частотами со, Зсо, ..., (2га+1)со.
2. Возникают секулярные члены, неограниченные на

полуоси t > 0. Первое приближение содержит
секулярныи член вида at sin со?, второе

— секулярныи член вида

at2cos(ut+ bt sin at + c?sin3co?. Нетрудно видеть, что п-е

приближение будет содержать слагаемое вида

tn(a cos tot+b sin co?).

Это обстоятельство — появление секулярных членов —

привело к необходимости создания более тонких

асимптотических методов. Некоторые из них кратко изложены

ниже. Мы ограничимся построением формальных
асимптотических решений (сокращенно ФАР). Именно,
функция xN(t, е) называется ФАР системы (1) с точностью

до 0(ew), если она удовлетворяет системе с точностью

до слагаемого порядка 0(е*), т. е.

-? = f(t1xNlE)+ gN{t1z)l

где gN
= 0(bn). В этом случае говорят также, что xN

удовлетворяет системе с невязкой порядка 0(sN).
2. Метод Линдштедта — Пуанкаре. Будем искать

периодические решения автономного уравнения

х + со2я = e/U, #). (8)

Как было показано в п. 1, разложения вида (3) не

обладают свойством периодичности. Сущность метода Лин-

штедта — Пуанкаре состоит в том, что вместо

переменной t вводится новая переменная

* = т(1 + есо1 + е2со2 + ...), (9)

и это позволяет избавиться от вековых (секулярных)
членов, Будем искать решение в виде асимптотического
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ряда
х = #(т, г) = х0(х) + exi(x) + г2х2(х) +..», (10)

где все функции хп(х) периодичны по т с периодом
2я/©. Переходя в уравнении (8) к переменной т,
получаем

(1 + mt + 82со2 + ,. 0"2тт + со2* -*

от

е/ (хх (1 + гщ + 82С02 + .. ,)-iJV
Разложим обе части этого уравнения по степеням г и

приравняем коэффициенты при одинаковых степенях е.

Тогда получим рекуррентную систему уравнений, и

неизвестные числа o)i, о)2, ... определятся из условия

отсутствия секулярных членов.

Первое уравнение имеет вид

d2xn

так что #0(т) =acos©(T —т0). Зададим данные Коши

*(0) —a, i(0)=0.
Тогда получим

х0(х) = acos ©т.

Следующее уравнение имеет вид

d2x, ( dx\
_i + со^ _ _ 2©!©^ + / [х0, -j*). (И)

Функция / периодична по т с периодом 2я/©; разложим
ее в ряд Фурье

00

f[x0l j&J = 2 (/mcos /г©т + /п2 sin тот).

Уравнение (11) имеет периодическое решение тогда
и только тогда, когда правая часть не содержит
гармоник cos ©т, sin ©т. Следовательно, должны выполняться

условия

—2©i©V+ fni(a) = 0, /п2(л) = 0.

Из этих уравнений находим неизвестные а, ©?. В

частности, начальная амплитуда а, вообще говоря, не

может быть произвольной. Затем находим ^(т), решая
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уравнение (11) с данными Коши

а:1(0)=0, й(0)=0.

Таким образом, чтобы найти первое приближение, не-

обходимо рассмотреть второе приближение — это весьма

типично для нелинейных задач. Ситуация повторяется и

для высших приближений: чтобы найти п-е приближение,
необходимо рассмотреть правую часть уравнения для
(тг + 1)-го приближения. Приведем примеры.
Пример 2. Рассмотрим уравнение Дуффинга (7)

с данными Коши х(0) = 0, х(0) = 0; тогда xq(t;) = a cos от,

и для Xi получаем уравнение

<РхЛ а*
—Y + (о2хх = — 2(х)хау2 a cos сот + -т (3 cos сот + cos Зсот)^

хг (0) = 0, хг (0) = 0.

Приравнивая нулю коэффициент при cos от в правой
части уравнения, находим

3 а?
©! =

¦

и затем

Ш1 = -8^

а8
xi (т) = —2 (cos (от ~~ cos Зсот).

Начальная амплитуда а может быть произвольной — это

специфика данного уравнения. Найдем второе
приближение. Имеем

Ас,
—? + ю2х2 = (2со2 — 3coi)a:0 + 2®1х1 + Ъх\хг
dt

(101
CLb \

102 ~2 — 2асо2со2 J + A cos Зсот + В cos 5сот,

л г> гл „ Ю1 а4
где А, В — постоянные. Отсюда находим С02 = о^т-т.

Таким образом,
а?

х (tfi) = a cos сот + е
—2 (cos ют — cos Зсот) + О (е2)2
оС0

= <(1 + =^+е>
101 а4 \

л , ,
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Период колебаний Т(г) равен

'М-?(1-.?-ИЙ?)+0(И).
Из этой формулы видно, что период колебаний зависит

от амплитуды.

Пример 3. Рассмотрим уравнение Ван дер Поля с

малой нелинейностью

х — ъ\х—g- Xs) + х = 0.

Первое приближение снова возьмем в виде

х0 = a cos т;

тогда

a8
— 2acox cos т — 777 sin Зт.

Секулярные члены исключаются, если

a74 — a = 0, acui = 0.

Следовательно, (0i = 0, a = ±2, и если выбрать а

положительным, то а = 2. Таким образом, в первом
приближении сдвига частоты колебаний нет, но амплитуда а

определяется однозначно. Окончательно получаем

ar(*fe) = 2cosi + 0(e)f

так что в первом приближении можно утверждать, что

уравнение Ван дер Поля имеет предельный цикл
—

окружность радиуса 2 с центром в начале координат.
3. Метод Крылова — Боголюбова. Сначала рассмотрим

уравнение (8). Если 8 = 0, то всякое решение имеет вид

# = acosi|,\ of = 0)2+ 8, (12)

где a, 0 — постоянные, так что
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Первое приближение возьмем в виде

x0(t, е) =acos\|), (13)

где функции ait, е), \|)(?, е) удовлетворяют системе

^ = еЛ1(а) + е2А(а)+...1

g = (o + e51(fl) + e252(a)+ ...,

и эти ряды
— асимптотические. Функция Xoit, е)

описывает колебания с медленно меняющимися амплитудой а

а частотой ^. Имеем

dxa da
,

<bb .
,

¦dt=-dTcosy-adtsm^

d*x (d%a ld^\ , Ldadty , d\\ .
,

!s=ldT*-a{dj) jC0S^-[2aTi + a-di)sm^
Все последующие выкладки будем проводить только о

точностью до слагаемых порядка СКе3). Имеем

/ da \2

(S-)2 = «>2 + ^2(05, + в2 (В] + 2(о53) + О (е3), (15)

S =

W Мх + е%) + О (е3) = еМ^х + О И,

|| = | (со + eS, + е*Вл) + О (е3) = e«2?X + О (е3).

Поэтому

d2x
—? + <о2д?0 = е ( — 2(м?1 cos ib — 2o)i4x sin я|>) +

+ е2[(Лх л!— aS? — 2aco52) cos ф +

+ ( - 2соЛ2 - 2A1B1 - a#i Лх) sin i|>] + 0 (e3). (16)
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Будем искать решение уравнения (8) в виде

асимптотического ряда

оо

ж(*,в)= 2 e".rnM)f (17)
71=0

где хп
—

периодические по переменному г|) функции с

периодом 2я:

хп(а1 \|) + 2я) = хп(а, if).

Тогда функция хп(а, if) разлагается в ряд Фурье
оо

хп (а,я|)) = 2 (аь (#)cos Щ + &а (а) s*n ^^)»
fc=0

Потребуем, чтобы выполнялось условие:
функции хп(а, -ф) при п> 1 не содержат первой

гармоники (т. е. коэффициенты при cos л|> и sinij) равны

нулю).
Смысл этого условия мы поясним ниже.

Получим первые два уравнения. Пусть х = х(а, \|>);
тогда

dx da дх dty дх

It
~~

dfda ^ аТЩ>%

?х _ (йЛ2д2х ^da_d^ jPx_ (<Щ2 д2х д2а дх д\ дх

dt2
"~

\dt I да2 dt dt да <Эг|)
+ \** ) dtf

+
dt2 да

+
дг* дф

#хч
Нам необходимо вычислить производную —^ только с

d\
точностью до членов порядка е, а производную —§- с

at

точностью до членов порядка 1, так что

d'x.

Ti

и X

- ш2 (* + Э)+ е (2 "**W + 2*Al я^)+ °(е2)

^ + (^2 = сф + ^) + 0(е).
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Далее

f{xQ + ex1 + ..., х0 + гх± + ...) =

= /fa cosij) + гх± + ...,
— ceasing + e^cosaj)—

дхл \
— гаВх sin i|) + есо ^ + ... I = / (a cos я|), — соа sin г|)) +

+ е й*i + ^(л1cos * - a5isin * + *д-щ) + 0(е*)г

где значения производных функции / взяты в точке

(acosi|), —coasinif).
Приравнивая в уравнении (8) коэффициенты при е,

получаем уравнение

СО' &¦*)-
= 2<ааВ1 cos г|з + 2(0.4! sin г|> + / (a cos \|>, — аа sin ф). (18)

Это уравнение имеет вид

«?*

3?
+ *-*<*>. (19)

где F(^) — периодическая с периодом 2л функция. Такое
уравнение имеет 2я-периодическое решение тогда и

только тогда, когда

2Я 2Я

J F (у) cos ipd-ф =0Х j F (ф) sin ф #ф = 0, (20)

так что

. /i2W р _

/n(fl)
(21)

Тем самым мы нашли функции 4±(а), Bt(a)t Далее,
оо

xi iai 'Ф) = 2 [°п (#) cos Пф + dn (a) sin Щ\
n=o

и из уравнения (18) однозначно определяются все

коэффициенты cn, dn кроме си dt. По условию, d = 0, d{ = 0,
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так что

х± (а, -ф) =
ее

= — /oi (я) + — 2 'л 2 (/ш («) cos пУ + /из («) sin т|з).
© 0) п=21 —?г

(22)

Уравнение для второго приближения имеет вид

(*\~д^+Х2) = Y2aB* + Б$а- Л11ЕГ ] cos * +
2 (©4, + AjBJ + <l4j -^J sin q

-

2©5X^
-

~ 2аА11Щ, + lkxi + ^-Hi cos* - aBlSinq + cojj),
(23)

что было показано в гл. 3, § 7, пример 4. Покажем это

по-другому. Разложим функцию F($) в ряд Фурье:
00

F (Ф) = 2 («n cos ;гф + Ьп sin ?гф).
п=о

Все решения уравнения (19) даются формулой.
оо

х = сг cos ф + с2 sin <ф + -^- х0 + 2 (Яп#п + 6яУп)г

где #n, 2/*
— частные решения уравнений

хп + #n = cos иф, у» + #n~ sin /гф.

Если /г Ф 1, то эти решения 2я-периодичны;

__

соз Щ
__

sin 7П|?

i — rr 1 — п

Если же и = 1, то

1 . 1
Яп = ~2 *ф sm ф, уп = —2" Ф cos г|),

и уравнение (19) не имеет 2я-периодических решений,
если хотя бы один из коэффициентов aXi Ь4 отличен

от нуля.
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Вернемся к уравнению (18). Разложим функцию / в

ряд Фурье:
00

/ (a cos ipt — соя sin ^) = 2 (/ш (я) cos тг\|) + fn2 (a) sin яф).

Правая часть уравнения (18) не должна содержать cos -ф
и sini|>. Разложим правую часть в ряд Фурье.
Приравняв нулю коэффициенты при cos гр, sin гр, получим

систему уравнений для функций А2(а), В2(а) и, кроме того,

однозначно определим функцию х2.

Уравнения для высших приближений имеют вид

[д2х \
со21 —f + хп\ = Fn {а, -ф; Av ..., Ап, Bv...

• • •» E>m #i» • • • i ^n—l)»

где Fn — известные функции, 2я-периодические по

переменному \|/. Из условий

2Я 2я

JFncos\|)d^ = 0, J Fnsin\|)di|) = 0
о о

получим систему уравнений для функций Ап{а), Вп(а)
и затем однозначно определим функцию хп.

С каждым шагом вид функций #п(а, ф) сильно

усложняется. В большинстве конкретных задач бывает
достаточно ограничиться вычислением двух-трех первых
приближений. Приведем примеры.
Пример 4. Рассмотрим уравнение Дуффинга (7).

Для первого приближения получаем уравнение

(д\ \
со2 [ —^ + хг I = 2(оВ1а cos ф + 2соЛ1 sin ф + a3 cos3 ф.

Так как cos3 if = (3 cos ф + cos Зф)/4, то из условия
отсутствия гармоник cost]), sin if в правой части получаем

Тогда уравнение принимает вид

5Ч--г0)2 Т7» + *l =-7-COs3i|)r
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и его решение, не содержащее гармоник cos if, sint|>,
равно

Уравнение для второго приближения имеет вид

со,2 (у^р + х2) =*(2(йВ2 + В\)асозу +

д х

+ 2соЛ2 sin \]э
— 2©5Х —^ + За2 cos2 ар^.

Так как

—i =

«—2 cos 3Ф*
<?г|)2 32ш2 Y

хх cos2 о[) =
2— ( cos Зг|) + -^-

cos 5ф + -j-
cos ф),

то, приравнивая нулю коэффициенты при costy и sin of,
17 а4

получаем А2 = 0А Я2 = — ggg—а"- Дал^е,

#2 = —-—9 I 33 cos ЗгЬ + -5- cos 5\Ь ) •2 1024©2 V т ^ з ^;

Окончательно получаем

о; = a cos ф —

а3 а5 ( 1 \
— 8 —5- gos 3-ф + е2 о 33 cos Зф + -s- cos 5-ф + 0 (s3).32со2 Y 1024со2 V * »

3 ч;
» \ /

Функции а, ф имеют вид

/ За? 17а4 \
а = а0 + ОИ, *-^ + «sf-^) + OM.

В этом примере амплитуда а почти постоянна, а

фаза \[5 пропорциональна времени ?.

Пример 5. Рассмотрим уравнение Ван дер Поля со

слабой нелинейностью:

х + х = г(1-х2)х. (24)
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Имеем

д2х

—? + Хл = 2а5, cos \b + 2Аг sin \Ь —

— a (1
j-

а2 J sin -ф + -j- а3 sin Зф,

Следовательно,
з

4Х = -|- (4— а2)2 5Х = 0, х± =
—

-32
sin аф.

Далее,

Л,
0я|>2

Г dA ! ч \ б 1
+ .г2 = [2аЯ2— Лх-^ + Jl — -j-cl2} Аг + ^gJcos\|> +

+ 2А2 sin if Н
128

'
cos 3Ф + J28

cos ^#

Следовательно,

Ла-U, Л,- 2д 1^-1 + —а; 256'

5ав - . а8 (а2 + 8) 0 ,
^ = -3072СО35^ шР0083^

Найдем амплитуду а и фазу if. Имеем

и, отбрасывая остаточный член, получаем
2

а= ±

где а0 — постоянная.

Из уравнения

Аа-'К

f-i-i-i-(*-x«,)+0(e*)
находим

е 7аа е2
Ф = *--§-Ыа + ?Ж""Тб ' + *ог

где ф0 — постоянная. Первое приближение имеет

предельный цикл
— окружность радиуса 2 с центром в начале

координат, причем при t -> +«> фазовая траектория с

экспоненциальной скоростью приближается к этому цик-
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лу. Сравнение данного примера с примером 3

показывает, насколько более точный результат получен здесь.

Можно показать, что если взять отрезок ряда (14)
N

xN(t1e)= 2en*n(*i1>)i
n=o

то при всех t > О справедлива оценка

\x(t, e)-xN(t1 е)| <cNsN+it,
где постоянная cN не зависит от t и е. Следовательно,
функция xN(t, е) приближенно (с точностью до 0(e))

равна истинному решению на большом отрезке времени
O^f^TVe*. Доказательство см. в [91.

4. Метод осреднения. Рассмотрим неавтономную
систему из п уравнений со слабой нелинейностью

7йГ-е/(',*) (25)

и поставим задачу Коши с х (tQ) = х°. Нас интересует
поведение решения при е -> +0 на интервале времени

порядка 1/е. Непосредственное изучение решений
неавтономной системы (25) сопряжено со значительными

трудностями. Суть метода осреднения состоит в том, что

систему (25) можно приближенно заменить осредненной
системой, которая является автономной, и решения
задачи Коши для исходной и осредненной систем будут
близки на интервале времени порядка 1/е.

Приведем эвристические соображения.
Пусть вектор-функция f{t, х), для простоты,

периодична по переменному t с периодом 2я. Разложим / в

ряд Фурье:

/(^)-/oW + 2'/*Weiwi
— 00

где штрих означает, что кФ 0. В силу того, что / веще-

ственнозначна, имеем fk(x) = f-k(x). Можно даже
считать, что х, f — скалярные функции, т. е. рассматривать
скалярные уравнения (25), поскольку соображения одни
и те же и для одного уравнения, и для системы, и пусть

*э = 0.

Уравнение (25) имеет вид

00

¦ЗГ-е/.ф + еЗ'М*)^ *(0)-*°. (26)
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При s = 0 существует решение х {t) е= х°. Так как

правая часть уравнения (22) содержит малый параметр е, то

х (*, е) = х° + О (*е), efh (х (*, г)) = еД (х«) + О (te*),

и если t меняется на отрезке длины порядка 1/е, то

efh {х) « E/ft (ж0).

Заменим уравнение (25) приближенным
оо

? = е/„ (я») + е 2' П (*°) *ш, * (0) = *°.
—

оо

Мы пока что никак не использовали специфику
исходного уравнения.

Теперь проинтегрируем обе части последнего

уравнения от 0 до t и заметим, что при к Ф 0

t

e^dx = 4r(eihi - 1) = О (1)J6 — ik
о

при любом ?. Следовательно,

x{t) — xQ = etf0{x°) + O(e).

Если ? ~ 1/е, то е? имеет порядок 0(1), так что

x(t) — X°ttEtfQ{x°).

Точно такой же результат мы получим, если отбросим
ряд из правой части уравнения (26), т, е. рассмотрим
уравнение

| = е/о(4

Из определения коэффициентов Фурье следует, что /0 {х)
равно среднему по t от f (t, х) по отрезку [0, 2я1:

2Я

f° to - ш J / С' *)df ¦ /to- <27)
о

Итак, при временах порядка 1/е или меньших систему
(25) можно приближенно заменить системой

Ж
= 8/Я (28)

где / — среднее от вектор-функции / (t, х). Система (2S)
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называется осредненной системой первого приближения.

Приведем один результат о близости решений систем

(25), (28).
Пусть x(t), х (t) — решения систем (25), (28) с

одинаковыми данными Коши х (0) = х (0) = х° и пусть

решение х (t) существует и ограничено при 0 < t < ».

Тогда для любого сколь угодно большого L и для
любого сколь угодно малого е0 > 0 в интервале 0 < t < LIг

при 0 < е < е0 справедливо неравенство

\x(t)-^(t)\<r\.
Метод осреднения является одним из наиболее

мощных и глубоких асимптотических методов и применим

в значительно более общей ситуации, чем рассмотренная
выше. Именно, периодичность вектор-функции / (?, х) по

переменной t вовсе необязательна: необходимым
условием применимости метода осреднения является

существование среднего
т

/(*,*) = lim -^f/ftoOd*. (29)
о

Если / периодична по ?, то это среднее, очевидно,
совпадает со средним (27) по периоду. Среднее (29)
существует также и для многих классов почти-периодических

функций (гл. 1, § 7), например для вектор-функций вида

N

f (t, х) = 2 [fh (х) cos Xht + gk {x) sin X**],

где Xk — произвольные вещественные постоянные. В этом

примере вектор-функция f(t, х) является, вообще говоря,
почти периодической. Метод осреднения и его

приложения изложены в монографиях [9], [16].
5. Пограничный слой и метод сращивания

асимптотических разложений. В предыдущих разделах
рассматривались уравнения, в которые малый параметр е входит

регулярно. Исследуем простейший случай сингулярной
зависимости от параметра.

Пример 6. Рассмотрим задачу Коши

ех + ах = 0, х(0) = 1

на полуоси t > 0, где а?=0 — постоянная, е > 0 — малый

параметр. При е = 0 уравнение вырождается и его реше-
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ние есть x0(t) = 0. Выясним, при каких условиях решение

x(t, е) задачи Коши будет стремиться к решению х0Ш

предельной задачи. Имеем

z(t, е) = e-aU\

Возможны два варианта.
1. а > 0. В этом случае

lim х (t, г) = xQ (t)

при всех t>0. Решение x(t, е) равномерно стремится
к решению предельной задачи x0(t) всюду, за

исключением малого отрезка /=[0, 6J. Разность x{t, г) — xQ(t)
заметно отлична от нуля лишь на отрезке / ширины

порядка е1_а, где а > 0 сколь угодно мало. Область /,
примыкающая к граничной точке t = 0, называется

пограничным слоем.

Введем переменную т = t/г (ее принято называть

внутренней); тогда получим

x(tt e)—zQ(t) = е~а\

Эта функция зкспоненциально убывает при т -* °°.

Функция вида г/ = /(т, е) такая, что у-+0 при т ->- +°°,
называется функцией гатга пограничного слоя (в правой
полуокрестности точки г = 0). В данном примере /(т, в) =
= е~а\ Заметим, что на границе пограничного слоя, в

точке t = е*~а, мы имеем

2. а < 0. В этом случае

lim х (tx е) = оо

при ? >0, и решение задачи Коши не стремится к
решению предельной задачи.

Рассмотрим задачу Коши для автономного уравнения
второго порядка

гх = fix, ?), х(0) = х01 х(0) = хи (30)

на отрезке [0, Т], Т>0. Заменим уравнение системой

?-У, «*-/(*,?) (31)
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и рассмотрим автономную систему более общего вида:

(32)
e-g-/(*,?), у(0)-у",

где х есть гг-вектор, у есть яг-вектор: х = (xv . 4.,а?п)т»
У={Уи • •

•' #т)т- При е = 0 первое уравнение
вырождается и имеет вид

/(*,?)-о. (33)

Будем предполагать, что это уравнение имеет решение

где ф
—

гладкая вектор-функция при всех ж из некоторой
области. Вообще говоря, уравнение (33) может иметь не

один, а несколько таких корней ф1 (ж), ф2(#),
..^фиксируем один из них. Подставляя выражение (34) для у во

второе из уравнений (32), получаем задачу Коши

§ = g(xl4>(x)), х(0) = х». (35)

Будем предполагать, что решение х0 (t) этой задачи

существует и единственно при 0 < t ^ Т.

Таким образом, предельная задача (е = 0) имеет

решение

я = *о (Of У = Уо (0 = Ф (*о (*))i *(°) = *Л

Это решение, вообще говоря, не удовлетворяет

начальному условию у (0) = у0, так как значение у (0) = ф (х°) не

обязано совпадать с у0. Выясним, при каких условиях

справедлив предельный переход

(х (*, в), у (*, 8)) -> (я0 (0, #0 (*)), е -> + 0, (36)

вне сколь угодно малой окрестности граничной точки

t = 0. Вблизи этой точки обязательно будет иметься

пограничный слой. Для наглядности будем считать, что

т = п =• 1, так что система (32) состоит из двух

скалярных уравнений. Пусть корень у = ц>(х) — изолированный.
Это означает, что в некоторой окрестности D кривой
Т: У = Ч>(я) функция fix, у) не обращается в нуль, но,
вообще говоря, могут существовать и другие кривые,
определяемые уравнением / = 0. В дальнейшем точка

(х, у) лежит в области D. Векторное поле автономной
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системы (32) имеет вид

ъ'(*,У) = [g(*> y)>-j-ffay))-
На кривой у оно горизонтально (/ = 0), а во всех

остальных точках почти вертикально, так как s > 0 мало. Если

векторы и направлены к у (рис. 46),
то фазовая траектория с началом

(х0,у0)
^

в любой точке Cr0, y0)^D\y будет
при 8 -> +0 приближаться к кривой
у. Кривая y как бы притягивает
фазовые траектории. В противном
случае фазовые траектории будут
уходить — отталкиваться от f. Если

5 Y — притягивающая траектории
кривая и если начальная точка 0г0, у0)

Рис. 46. лежит в зоне притяжения, то имеет

место предельный переход (36)

всюду, кроме малого отрезка [0, б] пограничного слоя.

Найдем условия на функцию /, при которых кривая у
—

притягивающая. Пусть (а?!, Ух) ^у и (хи yi + К) — близкая

точка; тогда

/(*11У1 + А)»//(*уЧ
Вектор v(xu yt + h) направлен к ^ если

Щ^<0, (х,у)е=у. (37)

Итак, корень у = ср(х) предельного уравнения должен
быть притягивающим для того, чтобы при 8 -* -К)
выполнялись соотношения (36).

Выясним поведение решений вблизи граничной точки

? = 0. Сделаем замену переменной ? = ет; тогда получим

систему

§-=/(*,#), %=zg(x,y), х(0) = х°, у{0) = у\

Полагая 8 = 0, находим х (т) =н х°1 в первом приближении,
и остается система

^ = f(x°,y), у(0) = у°. (38)

Точка у*=(р(%°)— положение равновесия этой системы.

На границе пограничного слоя имеем t -* 0, т -> +«> (при-
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мер 6) и чтобы решение у {t, е) стремилось к решению
!Jo{t)i t?=®i необходимо выполнение условия

lim у (т; х°) = ф(#°).

Для этого достаточно, чтобы положение равновесия

у*- = ф(#°) было асимптотически устойчивым и точка у0
лежала в зоне притяжения этого положения равновесия.
Если система (35) состоит из двух скалярных уравнений,
то из условия (37) следует асимптотическая устойчивость
положения равновесия.

После этих пояснений можно точно сформулировать
условия, достаточные для существования предельного
перехода (36). Пусть Du D2 — ограниченные области

в_ пространствах Я", R™ соответственно, D = Dt X Z)2,
D — замыкание области D. Как обычно, требуется
непрерывная дифференцпруемость вектор-функций / (#, у)у
g{x,y) в D.

1°. Уравнение/ (ж, у) имеет решение у
= <р(#), вектор-

функция ф(#) определена и непрерывно
дифференцируема в Di. Уравнение г/ = ф(#), x^Dv определяет

многообразие y размерности п в пространстве #n+m.
2°. Корень у = у{х) изолированный, т. е. существует

б > 0 такое, что / (а?, у) ф 02 если 0 < | у — ф (х) |< б.
3°. Задача Коши

#-/(*, Ф(*)), *(0)=*°

имеет решение х = х0 (I) при Q^t^T, Г >0, и притом
единственное. При этом точки фазовой траектории
х = х0Ш лежат внутри области D2.

Рассмотрим систему (38)

которая называется присоединенной. В этой системе

переменные хи ,,., хп фиксированы и играют роль параметров.

При каждом ^eBj точка у* = ф(х) есть положение

равновесия системы (38).
4°. Положение равновесия у* = ф (х) асимптотически

устойчиво при каждом фиксированном х е ?)ь
Пусть Pi(x), ..., /?тЫ— собственные значения

матрицы Якоби fy{x, #)|у=<р(*). В силу теоремы Ляпунова (гл.4,
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§ 8) условие 4° выполнено, если

ReflUXO, l^j^m, (39)

при всех х е ЛА.
Рассмотрим задачу Коши для присоединенной системы

где у0 — данные Коши для системы (32). Точка у° может

находиться, вообще говоря, далеко от точки покоя

#* = ф(#°),и решение задачи (40) может не стремиться
к этой точке при т -*• +оо.

5°. Пусть у (т) — решение задачи Коши (40). Тогда

lim у{%) = ф(ж°)1
Т-^ + оо

и точки вида (х°, у (т)) лежат в области D при т > 0.
В этом случае говорят, что начальное данное у0 при-

надлежит области влияния положения равновесия у* =
= ф(я°). Из условия 4° следует, что если точка (х°, у0)
лежит достаточно близко к многообразию у: у = ф(#), то

она притягивается куй условие 5° выполняется.

Пусть условия 1°—5° выполнены и е0 > 0 достаточно
мало. Тогда при 0 < е < е0 решение [х (t, е), у (t, г))
задачи Коши (35) существует на отрезке 0 < t ^ Г,
единственно и

lim х (*, г) = xQ (*), 0 < t < Г,
E"+0

(41)lim у (t, 8) = yQ (*), 0<*<Z\
* >

Это частный случай теоремы Тихонова, которая
охватывает и неавтономные системы (см. [14], [49]).

Пример 7. Рассмотрим задачу Коши

tl
dt*8^-/(*)|г + *(?). ^(0)-^ ТГ"И> (42)

при ?>0, где fix), g(x) — гладкие при всех х функции,
f(x) Ф 0. Заменим уравнение эквивалентной ему системой

dy ,. ч ,
,

ч dx

ж(0) =a:g, y(0) = j/0.
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Из предельного уравнения (s = 0) находим

так что решение х = x0(t) определяется соотношением

*0

Рассмотрим два варианта.

А. тт4>0, а^^я^^о. Тогда интеграл есть моно-

тонно возрастающая функция #, и решение я0Ш
существует и единственно на отрезке [0, Г],

J / м

;)
du. (44)

л:

Б, jj9 < 0, ?0 ^ а; ^ яг Тогда интеграл есть

монотонно убывающая функция х, и решение xQ(t) существует
и единственно на отрезке [0, Т].

Таким образом, условия 1°—3° выполнены.

Рассмотрим присоединенное уравнение

% = / (*о) У + S (*о). У (0) = у0.

Положение равновесия
— точка у* = — тт~\ • Если /(«г0) <

7 \\)
< 0, (/(#(,)> 0), то решение экспоненциально убывает
(растет) при т->- +«>. Поэтому условие 4° принимает вид

fix) <0, #е= [>0, #J.

Покажем, что условие 5° выполняется. Действительно,

У М = I/o exp |-L / (х0) тj + 77^7) [ехР 14" ^ ^°) TJ
~~ 4J

и

У (т)-> — gf (л:0)//Ы ПРИ т-> + оо.

Итак, окончательные условия таковы: fix) < 0, а; е

е [#0, #J и #Ы < 0, если xt < xQl gix) > 0, если Xi > х0.

Тогда справедливы предельные переходы (41), где Т

определяется формулой (44).
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Найдем асимптотику решения задачи Коши (35), при

условиях 1°—5°. Условие 4° заменим более жестким

условием (39). Мы приведем не самый короткий алгоритм (по

этому поводу см. [14]) с тем, чтобы на этом примере

продемонстрировать метод сращивания асимптотических

разложений. Алгоритм построения асимптотики для

вектор-функции х, у точно такой же, как и для скалярных

функций, и читатель для удобства мояхет считать, что

х, у
—

скалярные функции.
Введем две области: А — отрезок [0, е1"*], De —

отрезок [81-а/2, 1]. Число а фиксировано, 0<а<1; мы

увидим, что а > 0 может быть выбрано сколь угодно

малым. Область Di называется внутренней, область De —

внешней, и их пересечение непусто. Переменную t

принято называть внешней, переменную т = et — внутренней.
В области Di П De имеем

?-0, т-*оо (в-*+0).

Общая схема метода сращивания (пригодная и для многих

других задач) такова. Для искомого решения строятся

два разных асимптотических разложения: одно в

области Du другое
— в области De. Первое называется

внутренним, второе — внешним. Так как оба они —

разложения одной и той же функции, то обязаны совпадать
(сращиваться) в пересечении D{ Г) De, т. е. при t -+ +0,
х -> +оо. Это условие совпадения (сращивания)
разложений и позволяет последовательно найти члены

асимптотических разложений решения.

Внутреннее разложение будем искать в виде

асимптотических рядов

х = х0 (т) + гхх (т) + в2х2 (т) + ...,

^ ~ (45)
У = Уо (т) + ъуг (т) + г2у2 (т) + . .. г

где т = Bt. Это разложение обязано удовлетворять данным
Коши (32), так что

х0(0) = х\ М0) = 0, А>1, 46
?о(0) = гЛ yk(0)«0, ft>l.

Внешнее разложение будем искать в виде

асимптотических рядов

х = х0 {t) + вхг {t) + г2х2 (t) + ... f

У = Уо (0 + еух (0 + г2у2 (t) + ,..

( }
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Существование асимптотических разложений вида

(45)—(47) следует из теоремы Тихонова. Постртшм
внутреннее разложение. После замены ? = ет система (32)

примет вид

% = f(x,y), % = *g{x,y). (48)

Подставим в эту систему разложение (45), разложим
правые части по степеням е и приравняем коэффициенты при
степенях е. Тогда получим рекуррентную
последовательность задач Коши, первая из которых есть

dun ~ ^ dxn

Уо(0) = У°, ж0(0) = ж°.

Отсюда находим

х0(т) = х°, -?- = f(x\y0), у0(0) = у°.

Уравнение для у0 (т) — это присоединенное

уравнение (38), решение которого существует и единственно при

О < х < о©. Итак, вектор-функции х0 (т), у0 Ы однозначно

определены. В силу условия 5° имеем

Ит у0(т) = <рОг»)
и, более того,

Уо (т) = Ф («г0) + О (е-"), т -* + оо, с > 0. (49)

Следующая задача Коши такова:

-?-f** + fyyv yi(0)-0,
(50)

Q/X

значения /*, fy, g взяты в точке {x0 (т), #0 (т))«=(я°, Уо (т)).
Следовательно,

*iM- J *(*°i?o (*))&, (51)
о

Подставляя это выражение в первое из уравнений (50),

получаем для уг линейную неоднородную систему, peine-
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ние которой существует и единственно при 0 < т < °°.

Тем самым однозначно определены вектор-функции хг (т)А

Покажем, что все члены xh{x), ук (т) внутреннего
разложения однозначно определяются и существуют на

полуоси 0 ^ т < оо. Уравнения для &-го приближения имеют

вид

-зр-
= /* Uoi Уо) ** + /у (*<и Уо J Ул + Fft,

? (52)

-^ = Gft, уЛО) = 0, ^(0) = 0,

где Ffe, Gfe— известные вектор-функции от x0f .. M o:ft_lf

Уо, ..., yk-v Такая структура уравнения для xk
обусловлена тем, что уравнение для х содержит множитель г
в правой части (см. (48)). Отсюда находим

т

xh (т) = J Ghds,
о

подставляем в первое из уравнений (52) и получаем

линейную неоднородную систему для определения ук* Итак,
все члены внутреннего разложения (45) однозначно

определены.

Построим внешнее разложение. Подставим разложение
(47) в (35), разложим правые части по степеням е и

затем приравняем коэффициенты при одинаковых
степенях е. Тогда получим рекуррентную последовательность
систем уравнений, первая из которых есть

dx
1 (*oi Уо) = О, -^ = g (#01 ifo).

Для х0 зададим начальные данные х0 (0) = х°. Мы видим,
что для х0, у0 получается задача (33), (35), и в силу
условий Г—3° она имеет решение {х0 (?)2 у0 (?))г где

dxn
Уо = ф (*o)i "ЗГ

= * (*ot ф (*o))i #о (0) « х\

Это решение существует и единственно при 0 ^ t < Т,

Следующая система уравнений есть

dy0 dx

¦ЗГ
e f*xi + /уУ« "Ж

~ 8**х + ? (У) У!• (53)
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Чтобы выделить единственное решение, необходимо
задать начальные условия для xv yv Эти условия
автоматически возникают при сращивании внешнего и

внутреннего разложений. Так как оба разложения —

асимптотические для одного и того же решения, то они обязаны

совпадать в пересечении D{ П Dei т. е. на отрезке [8г~а/2,
ег~а]. Начнем с нулевых приближений. Должпы
выполняться соотношенпя

limar0(*)= lim х0 (т), HmjoW" Иш у0М.

Первое из них выполняется, так как х0 (0) = х°, х0 (т)= х°.

Далее, по построению решения у0 (t)

lim у0(0 = Ф(а?°),

а в силу условия 5°

T-»-f-oo

Таким образом, сращивание разлоячений в нулевом
приближении происходит «автоматически» — оно

гарантируется условием 5°. Мы можем написать, что

х = х0(т) + 0(e), t^Du х = xQ {t) + О (e), t ^ De,

и аналогично для #. Итак, в первом приближении имеем

х= х°, t^Dh x = x0(t)1 t^Dei

с точностью до слагаемых порядка 0(e).
Чтобы найти члены следующего приближения xl (t),

yx(t), необходимо исследовать асимптотику функций
пограничного слоя #j(t), #,(т), / = 0, 1, при т-*+«>. Это

не очень сложная, но достаточно громоздкая задача,
и прежде чем ее решить, мы продемонстрируем метод

сращивания на конкретном примере.

Пример 8. Рассмотрим задачу Коши

гх + ах + bx = Q, x(0)=xQl j/(0)=j/0

при t > 0, где а > О, Ъ > 0 — постоянные. Из примера 7

следует, что все условия 1°—5° выполняются. Заменим

уравнение системой

S = y' г1П
= -Ьх-аУ> *(0) = z0, y(fi)=yQ.



432 АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ГГЛ 7

Найдем внутреннее разложение. Полагая t = ex, получаем

систему

ik = zy' % = ~-Ьх~~ ау> х (°)= х" у (°)= ^о-

Для членов внутреннего разложения (45) получаем
последовательность задач Коши

dx dy ~~ ^ ъ ъ

¦&
= 0, ^ = - Ьх0 — ау0, х0 (0) = z0, уи (0) = г/0,

dx ~~ dy ъ ~ ~ ^,

-^-
= 2/п-г, -?

= — ton - ву,„ х„ (0) = у „ (0) = 0, п > 1.

Отсюда находим
h (Ьх. \

х0 (т) = х0, у0 (т) = —-x0+y-f + y0J е~°\

м*> - 4-(». + х) -v < -1> + т1) *-.
F.W —i(,. + 2b) + UT +

¦fr^'S)+ -*-(* + *)']-•
Следующие приближения имеют вид

хп(т)=РЛт) + (?п{т)е-а\

где РП1 Qn, i?n, 5„ — многочлены от т степени fife выше,

чем п.

Найдем внешнее разложение. Для членов внешнего

разложения получаем уравнения

dx

"ЗГ
= У01 ь*о + ah = 0, х0 (0) = х0,

dxn dy

~di
в Уп' "~5Г~

= — ь*п — йул, /г > 1.

Нулевое приближение есть

*o(t) = x0e в, г/0(0 = — — я0(*).

Далее, j/t можно выразить через #i, у0, так что

vm= L[bx +S) ^l__* _J_*oг/i w -

а \o*i + dt)' at
~

a zi а а
•
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Отсюда находим

т
Ь (Ьхп Ьхп \

г/

где С = ^t(O) — неизвестная постоянная. Определим С из

условия сращивания внутреннего и внешнего разложений.
В области Di П De имеем

х = x0(t) + еягДО = Жо(т) +¦ гх{М

с точностью до члепов порядка о (г). В этой области функ-

ция е
а
= 0(г

а

J есть СКе*') при любом N, так что

члены внутреннего разложения, содержащие экспоненты,
можно отбросить. Следовательно,

я0(т) + 8^(т) = х0 + е— #0 +
-2 — е-^т

с точностью до о(е). Члены внешнего разложения
разложим по степеням t и затем заменим t на ет, т. е.

перейдем к внутренней переменной. Тогда получим

х0 (0 + гхх (t) = z0 + е^— — х0х + СJ

с точностью до о(г). Чтобы внешнее и внутреннее

разложения совпадали в области Д П Д., необходимо и

достаточно, чтобы выполнялось равенство

*i(0)=C=4(yo+ "Г*»)-
Следовательно,

*1 (0 =* 4" (й> + 4" ^0
— ^') е"'*

».<о-ЗД-«И'.
Окончательно получаем

х = х0(т) + exi(x), t^Di\ x = xQ(t) + ex^t), t<^De,
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и аналогпчно для у. Процедуру сращивания, очевидно,
можно продолжить.

Обратим внимание на два важных факта. Во-первых,
после того, как сращены компоненты х, компоненты у

сращиваются сами собой. В данном примере можно

привести элементарное объяснение. Дело в том, что

построенные асимптотические разложения можно

дифференцировать и у
= dx/dt. Поэтому, если совпадают разложения

функции х, то совпадают разложения ее производной.
Во-вторых, в области Di П De мы срастили члены

порядка е, а члены порядка ет, более быстро растущие при

х->+оо| срастились сами собой. Оба эти факта
—следствия теоремы Тихонова, которая гарантирует
существование асимптотических разложений (45) —(47).

В данном примере мы получили два разложения: одно
в области Д, другое в области De. Можно получить
разложение, пригодное на всем отрезке [О, Т], Для этого

достаточно сложить оба эти разложения и вычесть их

общую часть. Тогда получим

и аналогично для у. Для задачи (32) можно не искать

отдельно внешнее и внутреннее разложения, а искать

разложение решения в виде

х = Sit, е) + ?(т, е), у = z/U, ъ) + у(т, е), (54)

где все слагаемые — асимптотические ряды по степеням е

h^j экспоненциально убывают при т -> +°°. Этот метод
изложен в монографии [14]; мы продемонстрируем его

в примере 9.

Вернемся к системе (32). Можно показать, что члены

#а(тО»У*(*) имеют такую же структуру, как и в

примере 8, т. е.

~ (ooj
Ыт) = &(т) + 0(т*е-«), с>0,

где Рк, Qk — многочлены степени ^/с. При к = 0 этот факт
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уже доказан, установим его при к = 1. Имеем из (49), (51)

*iM = \g{x\yQ{s))ds =
о

Т оо

= I g{*\ ф №))ds + J [g (ж0, у0 (s)) - g (х\ q> (.г0))] ds -
О о

оо

- J [g (*°, У0 (*))-* (*°. Ф (*°))1 й*.
Т

Так как #0 (т) = (р(х°) + О {е"сх)1 то интегралы сходятся,

а последний интеграл имеет порядок 0(е~ст) при т -> +°°.

Следовательно,

^1(т) = а + 6т + 0(*-ст),
00

« = \[g (л°,У0 (?)) - ? (*0.Ф (*°))]<*Т,
О

6=^«ф(ж0)).
Далее,

d_v± = /, (я», Уо (т)) х, + и (*°, ио Ь)) Uv Hi (0) = о.

Ограничимся случаем, когда х, у
—

скалярные функции;
тогда получим

т

уг (Т) = еА(т) J е-А(«) & (5) ^
О

т

^ (т) = j /„ (о:0,у0 (в)) Ж, 6 (т) = U (*°» Уо W) *i (т).
О

Итак, задача свелась к исследованию асимптотики инте-*

грала г/Дт). Имеем

/VU°, уо(т)) = -а + еДт), й = -/yUe, cp(s0)) > О,

Мт) = Ux\ г/0(т))(а + Ъх + 0(е~ст)) = а, + Ь,т + е2(т),

где еДт) = 0(е~ст), е2(т) = 0(те~ст) при т-*-+«>. Более
того, известно, что асимптотику функций еДт) можно
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дифференцировать. Интегрируя по частям, получаем

О

Л'(«) lo J \А' W/ Л W
о

[Л' (,)
+ 1^Л' (,)J Л' (.)f

+

Я(:
Г/ ь (*) У 1

При т -> +оо имеем

4(т) = —ат + 5 + е3(т),

e-A(e)fc (56)

Ь = j ех (т) dt, 63 (т) = — j sx (s) ds = 0 (е_ст).
о т

Внеинтегральные подстановки при 5 = 0 становятся

экспоненциально малыми после умножения на еА(т). Далее,

Ь(х) *х + У , , , (*М\' 1 _Ь

где 8j(t) = 0{xe~cz) при т-*+«>. Поэтому последний

интеграл в формуле (56) после умножения на еА(х) будет
иметь порядок 0(е~сх). Окончательно получаем

а а а

т. е. формулу (56) при к = 1.

Проведем сращивание внешнего и внутреннего
разложений в первом приближении. При этом достаточно

срастить только компоненты х. В области D{ П De имеем

х0 (т) + гхх (т) = ж0 + е (а + Ьт)>

*о (*) + еа?! (О = х0 (0) + б (тЯ (0) + хг (0))

с точностью до членов высшего порядка малости, Нетруд-
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но видеть, чюЪ=х0(0)1ш условие сращивания естьа;1(0) =
= я.

Вектор-функции xv у1 —решения системы (53).

Выразим уг через хг из первого уравнения

У1 = (/у)"1^о-(/у)"1/^г

В силу условия (39) матрица Якоби fy (xQ (t), у0 (t)) не-

вырождена при 0 < t < Т. Подставляя полученное
выражение для Ух во второе из уравнений (53), находим

тг
= ['* ~ V»)-1 *М *i+ W1 тг> ** <°) = а-

Мы получили задачу Коши для линейной системы

уравнений, решение которой существует и единственно при

(ХЖГ. После того как найдена вектор-функция x1{t)1
вектор-функция ух (t) определяется однозначно.

Аналогично устроены уравнения для высших

приближений. Они имеют вид

dx,

fy'Jh + fxXk = Fk, -ft
= gxxh + gyyk + Gft,

где Fft, Gft— известные вектор-функции, которые
выражаются через х1 (0» ...» fffc-i (0» Уо (*)» • •

•» У^-i (*)• Значения

производных от / и g берутся в точке (#0(*)> Уо(0)- Из

первого уравнения выражаем yft через д?А ц подставляем

во второе. Тогда

Vh
= (fy)-4Fk-fxXh),

-i¦ = [gx - (A-)"1 fxgx] xh + (A)"1 Fk + Gfc.

Для #& получаем линейную систему, матрица которой
A (t) = gx — (/у)-1 /*?* °Дна и та же ПРИ всех * ^ 1-

Начальное условие #& (0) находится при сращивании
внешнего и внутреннего разложений. Тем самым вектор-

функция хк{1) однозначно определяется и существует

при 0<t<T, а затем однозначно определяется yk(t).
Пример 9. Рассмотрим краевую задачу

гх + х + х = 0, x(0)=a, x(l) = b.

Предельное уравнение х + х = 0 — первого порядка, и его

решение не может удовлетворять обоим граничным уело-
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впям. Возможны два подхода к построению асимптотики

решений.
1°. Зададим при t = О дополнительное начальное

условие х(0) = у(г), где z/(e) —неизвестная функция. Из

примера 7 следует, что можно построить асимптотику
решения x(t, в; у(г)) полученной задачи Коши, пригодную

при 0<t^l. После этого функция у (г) определится из

уравнения

х(1, е; у(г)) = 0.

В этом примере концы отрезка t = 0, t = 1 неравно-1
правны. Действительно, после замены переменной
t = 1 — t получаем

гх — х + х = 0, а;(0) = 6, х(1)=а

(точка — производная по ?) и условия из примера 7 не

выполняются (здесь fix) = 1 > 0). Поэтому решение,
имеющее вид пограничного слоя вблизи точки ?=1,
не существует.

2°. Будем искать решение в виде, аналогичном (55):

x(t, е) = x(t, г) +¦ я(т, е), т = zt.

Функция x(t, е) удовлетворяет краевому условию при
?=*1, функция #(т, е) — краевому условию при ? = 0 и

является функцией типа пограничного слоя. Обе эти

функции разлагаются в асимптотические ряды по
степеням 8

оо со

х (*, б) = 2 &Пхп (0. ?(*! е) = 2 еп^п (т).
п=о п=*о

Подставляя в уравнение, получаем

d2x . 1 d2!r . da; . 1 dx
,

—

,

~
~

8
5? +

~

1?
+ "зг + т it +

* + x - °•

Функция # будет удовлетворять уравнению, если каждая

из функций х, х удовлетворяет своему уравнению;

<Ar dx
,

—

л
d2x

,
dx .

~*

л
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Зададим граничное условие #(1, е) = Ъ. Подставляя в эти

уравнения разложения функции x(t, е), получаем

dxa — —

~ + х0 = 0, х0 (1) = Ьх

dx„ — d х„ л
-

¦ЗГ+а:»=--#:' ^(0 = 0, п>1.

Тем самым все функции #п(0 определяются однозначно.

Первые три из них равны

х0Ш = Ъее~\ XtU) = bed - t)e~\

x2{t) = ±-bee-i(6t-t2-5).

Для функций пограничного слоя получаем уравнения

42хп dxn d2x„ dx„ ъ

Граничные условия для функции 3f(x, в) таковы:

х (0, е) + х (0} е) = a, lim х (т, е) = 0.

Второе из этих условий необходимо для того, чтобы

выполнялось граничное условие xit} г) + #(т, e)|,=t = Ъ,

Следовательно,

г0(0) = а - г0(0) =а-Ье, 2П(0) = -*»(()), п>1.

При п = 1, 2 имеем

%г{0) = -Ъе, х2(0)=-^Ьг.
Далее,

г0(т) =4+ Ве'\ А+В = а-Ье

ш из условия ?о(+°°)=0 получаем, что А = 0.

Следовательно,
?о(т) = (а-Ье)е~\

Найдем Xi(t). Имеем

хМ) = 4<гт +5 + (a-be)xe~\

Из условия Ji(+c») = 0 находим 5 = 0, а из граничного
условия находим ?А(0) = —be = Л. Следовательно,

хМ) = [—be + (а — Ье)ч]е-\
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Аналогично вычисляются высшие приближения.
Справедливо асимптотическое разложение

N
_

х (t,_ е)=Ееп (хп (0 + хп (т)) + О (e*+i), е-> + 0,
«-=0

равномерное по t^[0, 11, где N> 0 любое [14]. Первые
члены разложения равны

х (t, е) = Ъее~х + (а — be) e~V? +

+ е \be (1 - t) е-* - Ъее-Ч* + (a - te) -j- e-f/el + О (г2).

Рассмотрим более общую краевую задачу

гх = /(#, х)% rc(0) = a, х(Т) = Ь.

Здесь возможны более сложные ситуации, чем в

примере 9. Могут возникнуть пограничные слои вблизи обоих

концов отрезка, может возникнуть пограничный слой
внутри отрезка. Примеры такого рода см. в [14], [29],
[37]. Но в целом методы исследования такие же —

построение разных асимптотических разложений в разных
областях и сращивание этих разложений.

6. Метод ВКБ для нелинейных уравнений. Рассмотрим
уравнение

e2x + f(t, х) = 0. (57)

Если / — линейная по х функция: /U, х) = q(t)x, то это

уравнение вида (1) из § 4, асимптотика решений
которого находится с помощью метода ВКБ. Будем искать

решение в виде

zti, е) = ytii, t% е), U = 5(*)/е, (58)

где S — неизвестная функция и у разлагается, в

асимптотический ряд

У= 2*nVn(tvt).
Имеем

dt
"

dt2

sr (t) dy dy
г dt1

"**
dt1

(S' (t))2 d2y
& dt*

+ 4-
д У

(59)

2S'(t)tHrt + S"(t)jf-
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Подставим разложение (59) в уравнение (57) и

приравняем коэффициенты при степенях 8. Тогда получим
рекуррентную систему уравнений, первые два из которых
имеют вид

5'2(*)^Г+/(^о) = 0, (60)

s'* w tli + 4HLI&
У1 =

- 2S' (t) ?*. - s" (*) **. (61)

Разлоя^ение вида (59) называют двухмасштабным, а сам

метод
— методом двухмасштабных разложений, так как

здесь имеются два «времени»: t и tt.

Уравнение (60) содержит две неизвестные функции у0
и ?, и найти их можно, только исследуя уравнение для

второго приближения. Эта ситуация типична для

нелинейных задач и уже встречалась нам ранее.

Будем предполагать, что уравнение (60) имеет

периодическое по переменной U решение уМи t) с периодом
Г. Заметим, что переменная t в этом и всех

последующих уравнениях играет роль параметра. Решение у0 и его

период Г, очевидно, зависят от неизвестной функции S'(t).
Уравнение (61) линейное, и одно из его решений есть

Для доказательства достаточно продифференцировать
уравнение (60) по tu Решение wt периодично по tt
с периодом Г. Пусть w2(tu t) — второе линейно

независимое решение; тогда

w2(ti + T,t) = w2Uu ti+AwAti, t), (62)

где A =A(t) —- постоянная. Действительно, коэффициент
df/дх — периодическая с периодом Т функция. Пусть
pt, р2

— мультипликаторы этого уравнения (гл. 3, § И),
и так как уравнение (61) имеет периодическое
решение wu то pi = 1. Поскольку р1р2=1, то р2

= 1 и

тождество (62) следует из теоремы Флоке — Ляпунова (гл. 3,
§ 11). Нормируем решения w2 так, чтобы их вронскиан
был равен единице.

Докажем вспомогательное утверждение. Рассмотрим
уравнение

у" +q(x)y = f(x), (63)
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где функции q(z), fix) периодичны с периодом Т и

однородное уравнение имеет Т-периодическое решение у^х).
Если у2(х) — второе линейно независимое решение, то

у2(х + Т) = у2(х) + АуАх). (64)
Лемма. Пусть АФ§. Для того чтобы уравнение (63)

имело Т-периодическое решение, необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось условие

т

J/(*)0i(*)Ac = O. (65)
о

Доказательство. Нормируем решения уи уг так,
чтобы их вронскиан был равен единице. Тогда всякое

решение уравнения (63) имеет вид (гл. 3, § 7, (16))

у {х) = сгуг (х) + с2у2 (х) + J
уг (х) У2 (?)

y±(t) y2(t)
f{t)dt. (66)

В силу периодичности функций /, j/i и тождества (64)
имеем

у{х+Т)-у{х) = Ac2 + $f(t)y2{t)dt-

-*]f (*) Vi (0 dt у, (х) - у2 {х) J / (t) Vl (t) dt.
0 J 0

Пусть y(x 4- T) = y(x)\ тогда коэффициенты при решениях

Уи Уг должны равняться нулю, так что

г г

- Ac2 + §f(t)y2(t)dt = 01 §f(t)yx(t)dt = 0.
о о

Допустим, что условие (65) выполнено. Положим
г

ч = — xj /(*) »»(*)*;
о

тогда решение #Ы, заданное формулой (66), будет
Г-периодическим.

Для уравнения (61) условие (65) принимает вид
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о
ч х

где Е — постоянная. Итак, мы получили систему двух

уравнений (60), (61) для двух неизвестных функций
z/oUi, Й, S(t).

Следующие приближения уи у2, ... определяются из

линейных уравнений.

Пример 10. Рассмотрим уравнение

Уравнения (60), (61) в данном случае имеют вид

S* (t)^ + а (0 Vl + Зр-(*) у, = - 2S (t)^- S (t) ^.
Первое уравнение есть уравнение Дуффинга (7), которое
имеет решение

y.-*A(t)*n(tu kit)). (68)

Эта функция удовлетворяет уравнению

Следовательно, должны выполняться соотношения

(l + fta(*))58(*)-a(*)f
2k4t)$4t) = -$(t)A2(t).

(69)

Мы получили два уравнения для трех неизвестных

функций ?Ш, Ait), kit). Третье уравнение следует из

условия (67) и имеет вид

о
ч 1
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Здесь Т = АК, где К — полный эллиптический интеграл
второго рода:

Используя выражение для у0, находим

S (t) А> (i)L(/c2(0)=^
к h

Ядv
,2 п dv

о о

где v = sn (^i, /с). Используя уравнение

^(1 О2) ^ + 2*^-0,

можно представить L в виде

(70)

L = j /(1 - ы2) (1 — /c2u2) rfu
о

L = (l + fca)g(A-)-(l-fc2)g(^ (?1)

или з виде

L (l + fca) ? (А-

ЗА2

где ?(&)— полный эллиптический интеграл первого рода:

E^-W^du-
Условия (69), (70) дают три уравнения для трех
неизвестных функций Sit), Ait), kit). Из этих уравнений находим

оГ(7) л
Г — 2а (t)

ik* (t) L2 (к (0)
=

?2ft2 (О

(1 + *8(0)8
~

o?(t)
•

Из последнего уравнения можно найти модуль kit)
эллиптической функции (по крайней мере, численно). После
этого из первых двух соотношений (72) определяются

функции Ait) и Sit). Соответствующие численные

результаты и графики решений приведены в [29], [37].
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